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Capitulo 1

Tolerancias

1.1. Ideas

Lo que estamos haciendo es aproximar una raiz, no encontrarla, asi que habra que
decidir cuando nuestra estimacion £ se parece suficiente a la raiz.

Tendremos 3 opciones:

» [ (&) < e Estamos muy cerca de que la funcién valga cero

I (Yl (T
1€kl

= El nimero de iteraciones k£ es mayor del que el nimero de iteraciones maximas.

< e: Las estimaciones son muy parecidas y no podemos mejorar.



Capitulo 2
Biseccion

2.1. Algoritmo

Suponte que tienes una linda funcion f () = 0 y tienes dos ntimeros a, b tal que f (a)
sea de un signo diferente al f (b) entonces estamos seguros de que existe una raiz £ por
ahi en medio.

b—a
Entonces, puedes tomar el punto intermedio de ambos ¢ = a + — Ahora pueden

pasar 3 cosas:

= Si ¢ es la raiz entonces ya estas
= Si [a, ] tienen signos diferentes entonces la raiz anda por ahi

= Si [e,b] tienen signos diferentes entonces la raiz anda por ahi

En general, basta con suponer que el signo de a es igual que el signo de ¢, de ser asi,
entonces ¢ cumple el trabajo de a entonces el intervalo es [¢,b]. De no ser asi entonces
tiene que hacer el trabajo de b y entonces el intervalo es [a, c].



Capitulo 3

Punto Fijo



cariTuLo 3. PuntTO F1jo 3.1. IDEAS

3.1. Ideas

Sea una funcion g () entonces decimos que £ es un punto fijo de g () siesque g (£) = €.
Suponte que podemos escribir a f (z) =0 como f (z) =g (2) —x = 0.

Entonces cualquier punto fijo (£) de g (=) sera una raiz de f ().

La idea es entonces bastante intuitiva, toma un elemento inicial x,, entonces sera una

mejor aproximacion a la raiz esto:
Trkr1 = @0 <;’ZI;']1.>

Mira como poco a poco nos vamos acercando al punto fijo de g (=) que es lo mismo
que la raiz de f (z).

Figura 3.1: Paso de punto fijo
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cariTuLo 3. PuntTO F1jo 3.1. IDEAS

3.1.1. ;Coémo eligo a g(z)?
Es muy sencillo, bueno, teoricamente. Sabes que f () = g (r) —xz = 0, por lo tanto
basta despejar y ver que: g (1) = .

Es decir, toma a f () = 0 y empieza a manipularla la expresion hasta que llegues de
un lado la identidad y del otro lado lo que tendras seréa a g(x).

Es decir tienes que llegar a x = blob 6 = = g(x).

3.1.2. Propiedades
» Sea f (z) =0 escrita de forma f (z) =g () — 2z =0, es decir g (7)) = .
Entonces si Vz € [a,b] se cumple que:
e g(r)€la,b]
e ¢ (r) toma todos los valores entre a y b
e (1) existe en (a,b) y existe una constante 0 < r < 1 tal que ||¢'(2)|| <7

Va a pasar que:

e Existe un unico punto fijo x =& de g () entre [a, b]

e La sequencia 4,1 = g(r,) converge siempre a £
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Capitulo 4

Newton
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CAPITULO 4. NEWTON 4.1. DEFINICION

4.1. Definicién

Resulta ser que el método de Newton se basa en el de punto fijo, es solo que podemos
f(2)

f(z)

Suponte que f” (z) existe, es continua sobre [a,b] y £ una raiz simple de f (x) (es decir
f(&) =0y f"(£) #0). Entonces usar el método de punto fijo funcionara para hallar
la raiz.

elegir una ¢ () muy especial, g (1) = x —

4.1.1. De donde salio esta formula

Busquemos un punto xy y supongamos que por ahi esta la raiz, entonces podemos sacar
la ecuacion de la recta tangente a ese punto como:

y—yo=f (z0)(x — w0)
f(z) = f(x0) = f! (z0)(x — w0)
f (@) = f" (x0)(x — m0) + f ()

Ahora busquemos el punto en el que y = 0, entonces:

—f (z0) = £ (z0)(z — o)
B f (.’I}()) .
f/ (370) ( 0)
orn) = I (o)
(x 0) f! (w)
€ =xzy— (20)

Con esto llegamos la iteracion de Newton:

f(xr)

Lh+1 = T —

f(xp)
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CAPITULO 4. NEWTON 4.1. DEFINICION

4.1.2. Porque funciona

Elegimos a:
g f(x)
ST
Entonces:
= T@ = f@)f (@)
g(z)=1 72
_ f@)f" (=)
[ (z)?
Entonces:
e L (§)
J(&) = f! (6)2
0" ()
f1(€)?

=0

Donde tenemos que f (£) =0y f'(£) # 0. Entonces como ¢'() es continua, entonces
eso nos dice que existe una pequena region cerca de la raiz en que ||¢'(2)|| < 1.

Entonces si tomamos un punto inicial zy suficientemente cerca de la raiz, entonces las
iteraciones de punto fijo estan garantizada a converger.

CoMPILANDO CONOCIMIENTO 12 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com

CAPITULO 4. NEWTON 4.1. DEFINICION

4.1.3. Geometria

La interpretacion de este método es tomar una estimacion 1, entonces lo que hacemos
es tomar la recta tangente a ese punto y ver donde es que la recta toca al eje X, ese
serd nuestra x, ., y ve viendo que poco a poco lo que vamos haciendo es aproximarnos
a la raiz.

Figura 4.1: Paso de punto fijo

4.1.4. Usar Newton para calcular la VA

Si quieres calcular v/ A entonces puedes solucionar la ecuacion f (z) = 2" — A= 0.

En ese caso f’ (r) = nz"! y nuestra iteracion es:
()" —=A  (n—=1)()"+ A
n(r,)=1 n(r )1

Lpt1 = T —
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Capitulo 5

Secante

5.1. Definicién

Resulta ser que evaluar derivadas no suele ser super facil :v Por lo tanto podemos
aproximar la derivada como:

fxr) = f ()

Ty —

f (zp) =

Entonces basta con esto para llegar a la iteracion del método de secante:

Y 10 [T
+ o fxp) = f( )

14



Capitulo 6

Regla Falsa

6.1. Definicion

Aqui tenemos como dos estilos, bisecciéon es perfecto en sentido de que una vez elegidos
puntos iniciales validos, la raiz ya esta “encerrada’” y con cada iteracién solo mejoramos.

Mientras que Newton y Secante con mucho mas rapidos pero si tomas puntos iniciales
feos estos métodos divergen y nunca tendras una respuesta, de hecho cada iteracion
sera peor.

Asi que este método es como un DLC en Secante con el objetivo de siempre estar
seguro de que va a converger:

6.1.1. Iteracidon

1. Tienes dos puntos iniciales (xg, z1) que encapsulen la raiz, puntos validos para el
método de biseccion.

2. Ahora crea x, usando la iteracion de la secante

3. Ahora tienes 3 puntos, para elegir con cuales dos quedarte usa la idea de biseccion.
Asi de sencillo.

4. Regresa al principio

15



Parte 11

Aproximar Sistemas de Ecuaciones
NO lineales
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Capitulo 7

Ideas generales de ceros de funciones

7.1. Ideas

Esto es sencillo, lo que tienes que hacer si es que tienes un montén de ecuaciones raras
a las que quieres encontrar soluciéon basta con tomar tu sistema e igualarlo a cero.

Y ahora lo que estas viendo es nada méas y nada menos que una funcién vectorial, que
toma todos tus parametros y te regresa un vector columna de todas tus ecuaciones
evaluadas en ese punto.

Asi que resolverlas es tan sencillo como encontrar una raiz dentro de una funcién
vectorial.
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Capitulo 8

Newton Generalizado
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CAPITULO 8. NEWTON GENERALIZADO 8.1. IDEAS

8.1. Ideas

Recuerda que la iteracién de Newton es:

= 1. — M: T — / T —1 T
LTry1 = Tk f, (Zli/‘.> T f (A) f <l,>

Por lo tanto la idea de Newtons generalizado es que si F'(z) : R" — R™:

Thy1 =T — JF (fl"/v)_l F(77)

Espera, espera, que demonios es Jp te preguntaras, pues, es el Jacobiano, es una matriz
que representa “la derivada de la funcion F (x)”.

Pero, como te daras cuenta no solo hay que calcular el Jacobiano, sino que hay que
evaluarlo y después invertir la matriz que nos da, y eso, pequeno ser humano no es

facil, asi que podemos expresar la iteracion de otra manera:

T = 1), + Sk

Donde Sj, como la solucién al sistema:

Jp(T7)Sk = —F (7))
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Parte 111

Interpolantes
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Capitulo 9

Ideas Generales
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CAPITULO 9. IDEAS GENERALES 9.1. DEFINICION

9.1. Definicion

Suponte que existe una funcion (f (z)) que queremos conocer, pero que no conOCEMOs
:( Lo tnico que tienes es un montén de puntos (z;) y el valor de la funcion en ese punto

Lo que haremos en este capitulo sera aproximar a esa funciéon en un intervalo.
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Capitulo 10

Interpolante Lineal

10.1. Definicion

Lo tnico que hacemos es aproximar la funcién como un montén de lineas, y bueno, no
hay mucho méas que decir.

El interpolante esta dado por:

Tit1 — L (x _ x)
Yit1 — Yi '

I(z):=1(x;) = y; +

Figura 10.1: Ejemplo de como se ve

23



Capitulo 11

Interpolante Grado N

11.1. Definicién

Es la idea clasica, es suponer que la funciéon que estamos buscando es un polinomio de
grado n, en cuyo caso basta con hacer la clasica matriz de Vandermonde y resolver por
minimo cuadrados y obtendremos los coeficientes que estamos buscando.

24



Capitulo 12

Interpolante de Lagrange
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CAPITULO 12. INTERPOLANTE DE LAGRANGE

12.1.

DEFINICION

12.1. Definiciéon

La idea es basicamente la misma, si tenemos n puntos y sus valuaciones entonces
podemos facilmente ver que existe un solo polinomio de grado n que pasa por esos
puntos. Justo como en el interpolante pasado, pero la diferencia en como obtenemos

dicho polinomio.

12.2. Polinomio de Langrange

El polinomio de Langrange esta asociado a un punto en especial de nuestro conjunto

de puntos. Tiene que cumplir que:

» Para un x; tenemos que L;(z;) =1

» Para un z; tal que i # j, entonces L;(xz;) =

Veamos como seria para el caso de los puntos:

Ejemplo:

Suponte que tenemos dos puntos (zg, yo) v (21, y1). Entonces lo que queremos es un polinomio que
evaluado en esos puntos de lo que tiene que dar y de grado 2. Es sencillo:

r — T Tr — X

Lo(l') =

Ly(z) =
o — X1 1 — o

Entonces el interpolante es tan sencillo como:

I(z) :== f(zo) Lo(x) + f(x1) L1(z)

Siendo generales tenemos que:

= Un polinomio de Lagrange:

Li(z):= [] LT

T — I;
=0,k kT

= Nuestro interpolante:

I(z) = f(x0) Lo(x) + f(x1) Lu(a) + -

+ f(2n) Ln(z)
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Capitulo 13

Interpolante de Newton
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CAPITULO 13. INTERPOLANTE DE NEWTON 13.1. DEFINICION

13.1. Definiciéon

La idea es basicamente la misma, si tenemos n puntos y sus valuaciones entonces pode-
mos facilmente ver que existe un solo polinomio de grado n que pasa por esos puntos.
Justo como en el interpolante pasado, pero la diferencia en se vera dicho interpolante.

Queremos que se vea como:

I(z) :=ag+ai(x — x0) + ag(x —xo)(x — 1) + -+ an(x —x0)(x —21) ... (T — 2p_q)

Ahora todo lo que necesitamos saber es como sacar esos coeficientes.
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CAPITULO 13. INTERPOLANTE DE NEWTON2. COEFICINETES: DIFERENCIAS DIVIDIDAS

13.2. Coeficinetes: Diferencias Divididas

Decimos que la i-ésima diferencia dividida de orden cero es:

flxi] = f(zi)

Denotamos la i-ésima diferencia dividida de primer orden como:

flziga] — flxi

Tit1 — L4

f[Iz', $i+1} =

Por lo tanto podemos generalizar y decir que:

f[J]Z‘+1, PN ,(L’j] - f[xz, ce ,ZEj_l]

fxg) = f(x)

Y lo mas genial ahora es que podemos mostrar el interpolante es:

I(z) == flxo] + Zf[xo,xl, capl(e = xo) (= x) . (2 — Tpy)
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CAPITULO 13. INTERPOLANTE DE NEWTON 13.3. DivisIoN HOMOGENEA

13.3. Divisiébn Homogenea

Si es que podemos asegurar de que nuestros puntos estan tomados de una particion
homogenea (de distance h) entonces se pueden simplificar muchas cosas.

Pues se puede hacer el cambio de variable tal que: x; = x¢ + sh para tantas s como
elementos en una particiéon. Ahora, siendo incluso mas general podemos decir que
r=1x9+shVseR

Nota que con esto ahora: © — x; = (s —i)h
Y con esto la podemos expresar el interpolante como:

n

I(x) := ](xo—l—sh):Zs(s—1)...(s—k—|—1)hkf[x0,...,xk
k=0

— flao] + ki (Z) KIRE Flzo, .. . 4]
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Capitulo 14

Interpolante de Hermite
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CAPITULO 14. INTERPOLANTE DE HERMITE 14.1. DEFINICION

14.1. Definiciéon

La idea es generar a partir de un grupo de n puntos, un interpolantes, pero el truco es
que dicho interpolante también concuerde en sus devivadas, es decir, asegurarme que
el interpolante y la funcion original tengan la misma pendiente.

Por eso no solo necesitamos un grupo de puntos, sino también del valor niimerico de
las derivadas en esos puntos.

Por eso también sera un polinomio de grado 2n + 1.

14.2. Interpolante

Este esta dado por:

H2n+1(l‘)

|
=
8
<
~—
s
—~
8
~—
+
~~
=
8
<
I
8
~—

Donde:

= Hj(w) = (1 - 2(x — z;) Lj(x;)) L (x)

~

= Hj(x) = (v — ;) L} ()
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CAPITULO 14. INTERPOLANTE DE HERMITE 14.3. PROPIEDADES

14.3. Propiedades

El polinomio de Langrange cumple que:

0 sij#i
Lnj(i) = {1 sij=1

Pues mira que:

0 sij#i
Hyj(w;) = {1

sij=i
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Parte IV

Optimizacion
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Capitulo 15

Seccion Aurea
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CAPITULO 15. SECCION AUREA 15.1. UNIMODAL

15.1. Unimodal

Tomemos una funcién unimodal f (z) : R — R dentro de un rango [a,b|.

Decir que es unimodal es decir que la funciéon antes del minimo siempre decrece y
después del minimo siempre crece.

O mas formalmente tenemos que:

» Vay, 2 tal que x; < 29 < minimo entonces f (z1) > f (x9)

» YV, 2, tal que minimo < x7 < x4 entonces f (z1) < f (1)

15.2. Algoritmo

Toma un segmento en el que nuestra funcion f () es unimodal. Llamemoslo [a, b].

Entonces definimos:

—1
\/52 =0.618

T =

» 1 —7=0.382

v =a+(1-1)b—a)

» 25 =a+ (7)(b—a)

Con esta definicién creo que es facil probar que a < b

Ahora, pueden pasar dos cosas:

= f2) < fw): = fz1) > f(22):

Entonces estamos seguros de que el Entonces estamos seguros de que el
minimo no puede estar en el segmen- minimo no puede estar en el segmen-
to [12,b] porque como vimos es una to [a, 1] porque como vimos es una
funcién unimodal. funcién unimodal.
Por esto mismo tomamos que: Por esto mismo tomamos que:

o b=, e a=u1

® Ty =1 ® U1 = T2

ey =a+(1—7)b—a) e 1y=a+(7)(b—a)
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