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0.1. ;Qué es lo que estoy leyendo?

Hola... jHey! Seguramente te estaras preguntando ;Qué demonios estoy leyendo?

Bueno, este pequeno texto intenta darle soluciéon a esa pregunta, la respuesta mas
inmediata es que este texto (o compilado como nos gusta decirle) es una recopilacion
de teoremas, ideas y conceptos importantes que aprendi a lo largo del tiempo sobre
este tema.

De manera regular estarémos actualizando estos textos con todo aquello nuevo que
aprenda intentando profundizar en todos estos temas y cerrar posibles dudas en estas
péginas, asi que siempre mantente alerta de tener la tultima version, esta siempre esta
en CompilandoConocimiento.com

Este Compilado intenta ser lo més estricto posible, aunque somos humanos y es posible
(e incluso probable) que cometamos pequenios errores de vez en cuando.

Estos textos estan creados como una base con la que tu puedas leer rapidamente todo
lo que hemos aprendido a lo largo del tiempo, aprender los conceptos mas importantes
y que usando esto tu puedas profundizar més en la maravilla que es aprender mas sobre
este maravilloso mundo.

Este texto esta publicado bajo la GPL, por lo tanto es software libre y tu tienes el
control total sobre el, puedes descargar este texto, puedes ver su codigo fuente, puedes
modificarlo y puedes distribuir este texto y sus versiones modificadas, puedes acceder
a todo lo que necesitas en el Repositorio del Libro de Analisis Complejo.

Cualquier pregunta, comentario o si quieres contactar con nosotros no dudes en escribir
al email del proyecto: CompilandoConocimiento@gmail.com

Espero que tomes estas paginas como un regalo, creado por seres imperfectos pero con
muchos animos de hacer del mundo un lugar mejor, ahora si, abréchate los cinturones
que esto acaba de empezar.

Compilar es Compartir

OSCAR ANDRES ROSAS 7 VE AL INDICE


http://www.CompilandoConocimiento.com
http://www.github.com/CompilandoConocimiento/LibroAnalisisComplejo
https://SoyOscarRH.github.io/

Parte 1

Ntimeros Complejos



Capitulo 1

Cosas que Debes Recordar



CAPITULO 1. COSAS QUE DEBES RECORBA&RISIDE: TIPS PARA FRACCIONES PARCIALES

1.1. Heaviside: Tips para Fracciones Parciales

Existe un método que nos permitira simplificar los célculos en el momento de aplicar
fracciones parciales. Tenemos que agradecerle al grande de Oliver Heaviside.

Esto es de suma importancia en Derivacion, Integracion, Series y al aplicar el Teorema
del Residuo, asi que yo te recomiendo que lo recuerdes ;)

= Si son factorizaciones diferentes

Supén que quieres descomponer en fracciones parciales f(x):

f()= o

(x—a1)(z—az)...(x—ay)

Entonces la respuesta seran una serie de constantes:

pla) _ G, G . G
(x—a))(zx—as)...(r—a,) xT—ar x—as T — ap

fz) =

Entonces tenemos que:

p(z)
(x —ay)(z—az)...(z—ay)

A; = (# = ;) o=a;

= Si tiene factorizaciones repetidas

Seamos claros, Heaviside no te dara toda la respuesta, pues este método solo sirve
para darte el coeficiente de la Potencia mayor Sup6on que quieres descomponer
en fracciones parciales f(z):

o p(x)
f(z) (T —a1).. (@ —a)f.. (z—ap)
_ 4 et Ci + Ci P ooo F o
T a (z — a)f ' (z—a;)+ ! T — Qg

Y solo puedes aplicar Heaviside para ver a encontrar C;,. Ve el ejemplo para que
todo sea mas claro.
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1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1
D Tz —7 f . ol
escompone a en fracciones parciales
- (@ —1)(z+2) =
Solucion:
z—7 A B

Sab 2 =
ADemmoS qUe: £ N ¥ w1 512

Ahora, determinemos a A como:

B="T
Azm(l‘—l)\wﬂ
_x=T
oz
1)-7 -6
S o1+2 3

= =2

Y de manera analoga podemos decir que:

z—7

B= m(erZ)h:—z
=T
_x—1‘$:_2
(=2)-7 -9
e

=3

z—7 —2 3

Por lo que finalmente tenemos que: T D@12 b + —
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Ejemplo 2

Descompone a en fracciones parciales

(z —1)%(z+2)
Solucioén:
1 A B C

Sab 2 =
ADemOS QUS4 2)  (@—12 w-1 w42

Ahora, solo podemos determinar a A, pero no a B:

1
A= e V=
1
EXTha
1
e

Y de manera analoga podemos decir que:

1

C= e rn @ e
- 1
= Gonp—2
- 1
~(—2-12
1

Ya que ya casi tenemos todos, excepto el B basta con elegir algun valor para = (que no sea 1 o -2).

Por ejemplo si = 0 tenemos que:

A B C
@—12@+2) @—12 "2-1 z+2
1 1
S B e
_ 3 9
7(x—1)2+x—1+x+2
1 % B &
2 171

-1
Por lo tanto es muy obvio que llegamos a que B = o
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1.2. Funciones Trigonometricos

1.2.1. Evaluaciéon Rapida

1 Si n es par

—1 Sin esimpar

cos(n-m)=(—-1)"= {

<2n—|—1)
Cos 5 m)] =0

» sin(n-m) =0

o (2n+1 1 Si n es par
sin 5T )= (=1)" =

—1 Sin es impar

1.2.2. Identidades Importantes
= Pitagorica: cos(A)” +sin(h)” =1
» cos(a £ b) = cos(a)cos (b) F sin (a) sin (b)

» sin (a = b) = cos (a) sin (b) = sin (a) cos (b)
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CAPITULO 2. DEFINICIONES 2.1. DEFINICION DE NUMEROS COMPLEJOS

2.1. Definiciéon de Numeros Complejos

Definicién 2.1.1 (Nimeros Complejos) Definamos al Conjunto de los nimeros
complejos C como:

C={a+bi | a,beR yi=v-1} (2.1)

Podemos usar la notacion a + bi, a +1ib y (a,b) de manera intercambiable (pero perso-
nalmente la primera se me hace la mas cool pero la ultima mas concreta).

2.2. Definiciones Utiles

Unidad Imaginaria: Usamos el simbolo ¢ para simplificar i = v/—1, de ahi la
propiedad famosa i = —1.

Parte Real: Considere el complejo z = a+bi € C, entonces decimos que Re(z) =
a

Parte Imaginaria: Considere el complejo z = a+ bi € C, entonces decimos que
Im(z)=10

2.3. Repeticiones de i

Vn € Z,i*" =1

Vn € Z, i+l =g

Vn € Z,i4+2 = —1

Vn € Z, i3 = —j
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.1. OPERACIONES BASICAS

3.1. Operaciones Béasicas

Sizi=a1+bit € Cy zy =ay+ byi € C entonces:

Definicién 3.1.1 (Suma de Complejos)

21+ 29 = (a1 + 0/2) + (b1 -+ bg)Z (31)

Definicién 3.1.2 (Resta de Complejos)

21 — 29 = ((11 - (12) + (bl - bQ)Z (32)

Definicién 3.1.3 (Multiplicacion de Complejos)

2129 = (ay + by3)(ag + byi) = (ayag + b1bei®) + (ar1by + biag)i

. 3.3
= (a1a2 — blbg) alx (CleQ ale b1a2)l ( )
» Definicién 3.1.4 (Division de Complejos)

21 ar+bii (a1az 4 biby) — (arby — asby)i 5 £ 0 (3.4)

2y ag+byi (az)? + (b2)?
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3.2. Elemento Identidad

= Denotamos a 0 = 0 + 0¢ como el elemento cero o identidad aditiva, ya que se
cumple V2 € C, 24+0=04+2=1=2

= Denotamos a 1 = 1 + 0z como el elemento identidad multiplicatica, ya que se
cumple Vze€C, z-1=1-2=z

3.3. Inverso Multiplicativo
Siz=a+bi € C—{0 } entonces podemos denotar al inverso de z como 2!
1
Creo que es més que obvio que 27! = -
a+bi

i _ a—1b
Pero ademas podemos escribir a 27! como P
a

Demostracion:

Veamos como llegar a eso paso a paso:

r_ 1 1 a—"bi\ a—bi
z a+bi a+bi\a—bi) (a+bi)(a— bi)
a—bi

a2 4 b2
Gracias a lo anterior podemos escribirlo de distintas maneras:

= De forma Rectangular:

1 a—bi a b .
z a? + b2 - (a2+b2) B <a2+b2> ! &8

= Con Magnitudes y Conjugados:

1 a—-Wb 7
== = 3.6
z  a?+b  |z)? (3:6)
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3.4. Campo de los Complejos

Recuerda que el hecho de que los Complejos sean un campo nos dice que cumple con
que:

Definicién 3.4.1 (Ley Aditiva Asociativa)

Vz1,22,23 € C, (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) (3.7)
» Definiciéon 3.4.2 (Ley Aditiva Conmutativa)

V21,20 €C, 21+ 20 =20+ 21 (3.8)
» Definiciéon 3.4.3 (Elemento Indentidad Aditivo)

0e€C, V21 €C, 0+21=21+0=2 (3.9)
» Definiciéon 3.4.4 (Existen Inversos Aditivos)

Vzl €C7 32’2 GC, Zl+22222+2120 (310)

» Definicién 3.4.5 (Ley Distributiva)

Vz21,29,23 € C, 21+ (224 23) = (21 22) + (21 - 23)

Vz1,22,23 €C, (22 + 23) - 21 = (22 21) + (23 - 21) (8:11)
» Definiciéon 3.4.6 (Ley Multiplicativa Asociativa)

V21,20,23 €EC, 21 20 =29 271 (3.12)
» Definicién 3.4.7 (Ley Multiplicativa Distributiva)

Vz1,22,23 € C, (21-22) - 23 =21 - (22 - 23) (3.13)
» Definiciéon 3.4.8 (Elemento Indentidad Multiplicativo)

J1e€C, V1 €C, 1-z1=2-1=2 (3.14)
» Definiciéon 3.4.9 (Existen Inversos Multiplicativos)

V21 € C—{0}, 320 €C, z1+20=20+2 =1 (3.15)
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3.5. Conjugados

Tenemos que el Conjugado de z = a + bi € C que lo definimos como: Z = a — bi

Usando la definicién podemos demostrar algunas propiedades muy importantes:

= 21+ 29 = Z1+2; y mas general tenemos que: 21 + 20+ -+ 2, = Z1+ 22+ - +2,
Demostracion:

Definidos 21 = a1 + iby y 22 = as + ibs. Entonces tenemos que:

z1 + 290 = ay + 1b1 + ag + by = (a1+a2)+i(b1—|—b2)
= (a1 +a2) —’i(bl +b2) = a1 —ib; + as — iby
=zZ1+22

Ahora para la parte mas general:

Creo que cuando k = 1 es demasiado sencillo hasta para escribirlo y lo que acabamos de
demostrar es para cuando k = 2, por lo tanto lo tinico que tenemos que probar es que:

Sizy+---+2, =z + -+ + Z, se cumple entonces también lo hard z; + -+ z, 41 =
Z1+ -+ 21

Lo cual se logra dandote cuenta que z, = z1 + 22 + - -+ + z,,. y dandote cuenta que volviste
al caso de k = 2.

B 2129 =21"2%9 ymasgeneraltenemosque: 2y o Mg occoo Zp = R1 "R 2
Demostracion:

Definidos z1 = a1 4+ iby y 22 = as + ibo. Entonces tenemos que:

Z1 - 22 = a1 +1by - as + ibsy = (a1a2 — blbg) + (albg + blag)i
= (a1a2 o ble) = ((lle —+ blag)i = (a1 = Zbl) ° ((12 e ZbQ)
=ZzZ1-2

Ahora para la parte mas general se demuestra de manera casi identica a la propiedad pasada.
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3.5. CONJUGADOS

21 2

L — | = —
) )
Demostracion:

Definidos z1 = a1 +1iby y 22 = ag + ibs

Entonces tenemos que:

2\ _ 1 i_ a B b ;

29 ) ! 29 ! 29 V' a2 o2 a? + b2
B a " b ;| = a - —b - i
- ~1 aZ + b2 a? + b2 —~1 aZ + b2 aZ + b2 - ~1 %
_ A
)

" Z=2z
Demostracién: Z=a+bi =a —bi = a + bi

w27 =z

Demostracioén: z -z = (a +ib) - (a — ib) = a® + b* = |2|?

z+7Zz
" Re(z) =
2
Demostracion:

Dadoa z=a+1ib

z+zZ _(a+bi)+(a—bi) 2a
2 2 —2 7
= Re(a + bi)
2 —Z
s Im(z) = -
(2) = —
Demostracion:

Dadoaz=a+1ib

z—2z _(a+bi)—(a—0bi) 2bi _
2% 2 T2
= Im(a + bi)
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.5. CONJUGADOS

3.5.1. Coordenadas Conjugadas

Hay alguien que usando las propiedades de a + ib donde tenemos que:

Para hablar de coordenadas conjugadas a los que denominamos de manera similiar a
las polares y rectanguales (que veremos mas a detalle en este libro):
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.6. MODULO 0 VALOR ABSOLUTO

3.6. Mobdulo o Valor Absoluto

Tenemos que definir el Moédulo de z = a + bi € C como |z| = Va? + b2.

lab| = |ab|
Demostracion:

Nota que ambos lados de la ecuacion hacen referencia a valores absolutos, por lo tanto
siempre son mayores o iguales que 0, por lo tanto |ab| = |ab| si y solo si |ab|? = |ab|?.

Ahora:
|abl® = [a*[b]?
= (a)(@)(bb)= (ab)(ba) = (ab)((ab))

= |abl”

Por lo tanto son iguales

[Re(2)] < 2]y [Im(2)] < |2]
Demostracion:
Ya habiamos visto que |z|? = 2% + y? = Re(2)? + Im(2)?
Entonces podemos ver que |z|> — Im(2)? = Re(z) (recuerda que Im(z)? > 0) por lo tanto
tenemos que |Re(2)|? < |z|? ya que |Re(2)| = Re(z)
Entonces podemos ver que |z|?> — Re(2)? = Im(z) (recuerda que Re(z)? > 0) por lo tanto
tenemos que |Im(2)]? < |2]? ya que [Im(z)| = Im(z)

n |21 4 22)? = |21]2 + |22 + 2Re(2172)
Demostracion:
Ya sabemos que |z + Z|? = 2Z y recuerda que 2Re(z) = z + Z, |2|? = 2Z entonces tenemos
que:

|21 + 22|* = (21 + 22) (21 + 22)
(21 + 22) (71 + 22)

22 + (2172 + Zi22) + 2272

=212 + (2172 + 2172) + 2272

= |z1\2 + 2Re(z172) + |z'2|2

n (|| + [22])? = |21]? + |22]? + 2| 2172
Demostracion:
Esta la vamos a empezar al réves, solo recuerda que |z| = |Z|:
|21]? + [22]* + 2|21 %3] = |21 + [22]? + 2|21 23]
=|z1® + |22]? + 2|21 |22

= (Jz1| + |2])?
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.6. MODULO 0 VALOR ABSOLUTO

» Desigualdad del Triangulo: |z1]| — |22| < |21 + 22| < |21] + | 22|

Demostracion:

Ok, esto atn estara intenso, asi que sigueme, vamos a hacerlo mas interesante, ya tenemos
las piezas necesarias. Asi que vamos a hacerlo al réves:

|21 + 22| < |21| + |22 siy solo si |21 + 22]2 = (|21] + |22])? y ademas |21 + 23], |21], [22] > 0 lo
cual si que se cumple, pues los mo6dulos nunca son negativos.

Y lo que dije anteriormente se cumple si y solo si |21 + 22]2 = (|21 + |22])? + k donde k > 0.

Ya sabemos que |21 + 22|? = |21|2 + |22]? + 2Re(2122) ¥ (|21] + |22])? = |21|% + | 22| + 2|21 %3],
ahora vamos a acomodar un poco, podemos poner lo dltimo como (|z1] + |22|)? — 2|z1%3| =
212 + |22|?

Ahora veamos que:

|21 + 22| = [|21]* + |22[?] + 2Re(z172) = [(|21] + |22])? — 2|21 72]] + 2Re(2172)
= (lza] + |22])® + &

Donde k = 2Re(z17Z2) — 2|21 72|, ahora ademas podemos decir que si k& > 0 entonces asi lo sera
g, por lo tanto: % = Re(21%3)—|2z122|, pero si les cambias en nombre ves que todo se simplifica
w = z1Z3 y tenemos que Re(w) — |w|. Espera, recuerda que ya habiamos demostrado que
|Re(z)] < |z|, asi que por lo tanto k > 0 y la propiedad siempre se cumple.

Sabemos que z1 = 21 + 22 + (—22) ademéas ahora sabemos que: |z1| = |21 + 22 + (—22)| <
|21 4+ 22| + | — 22| y como |z| = | — z| Que es lo mismo que |z1| — |22] < |21 + 23].

Y listo, todas las propiedades estan listas.

Ademas creo que es bastante obvio que por induccién tenemos que:
|21+ 22 + 23+ - + 2za| < |21] + [22] + |23 + - 4 |zn]
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.6. MODULO 0 VALOR ABSOLUTO

n |21 20| = |21 - |22
Demostracion:
Recuerda que: z - Z = |2|? Entonces |z| = V2 -2

Entonces tenemos que:

|21 - 22| = V2122 - Z122
=Vz122 21 Z2
= V21212222
=VZz1Z21V 2222

= |21] - 22|
G-
[ ] — =
Z9 |ZQ|
Demostracion:

Usando la idea de que: |z - 22| = |21] - |22]

Entonces tenemos que:
1 a—bi
29 a? + b2

2| _

Z9 N
= || M—|z|@—|z|@
V@ T ey T @)
N PN SRR ST
Wareverr Ware U avwl 7 )

|21]

1
21 —| = |a]-
Z2

‘=|Zl'

| 22|
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.6. MODULO 0 VALOR ABSOLUTO

» Ja+bl=la|+|b|siysolosia#0y2eRy2>0
Demostracion:

b
Veamos el regreso, sabemos que — > 0
a
b
Hagamos t = —, por lo tanto b = ta
a

la 4+ b = |a + ta
= la| |t +1]
= |at| + |al
= lat| + |al
= [b] + |al
= la| + [b|

Ahora hagamos la ida:
Supongamos que los |a + b| = |a| + |b| entonces:

|a+b] = |a| + 0]
(la+0)* = (lal + [o])?

(a+b)(@a+b) = la]>+ |b]* +2|abd|
lal* + |b]> + 2Re(@b) = |al® + [b]* + 2]ab|
2Re(ab) = 2 |ab|
Re(ab) = |ab|

Es decir llegue a que Re(z) = |z|, por lo tanto esto nos dice que si z = a + bi tenemos que
Va? 4+ b = a y esto ocurre si y solo si b = 0, por lo tanto z es un ntmero real.

Entonces ve que

b _ ba_ |b|[al

a aa |af?

_ . 9 . b .
Ve que |b||a| es un positivo y que |a|* también, por lo tanto — es un real y a parte es positivo.
a
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.7. Propucto PunTO Y CRUZ

3.7. Producto Punto y Cruz

3.7.1. Producto Punto

De manera muy parecido a como definimos el producto punto entre dos vectores, po-
demos definir el producto punto entre dos ntiimeros complejos como:

Z1 Ry = (a1 + Zbl) . (CLQ + Zbg) = (al(lg) + (blbg) = |Zl||ZQ| COS (9) (316)

Donde 6 es el angulo més pequeno entre dichos ntimeros.

3.7.2. Producto Cruz

De manera muy parecido a como definimos el producto cruz entre dos vectores, podemos
definir el producto cruz entre dos niimeros complejos como:

21 X 29 = (0, O, albg — agbl) (317)

Nota que dicho “vector” es perpendicular al plano complejo.

Pero generalmente lo que nos importa es su magnitud, que recuerda que se puede
entender como el area del paralelogramo formado por esos dos niimeros.

Lo entendemos como:

|Zl X ZQ| = albg = Cbgbl = |Zl||ZQ| sin (‘9) (318)

Donde 0 es el angulo méas pequeno entre dichos niimeros.
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.8. PROBLEMAS VARIOS

3.8. Problemas Varios

En esta seccién encontraras algunos problemas clasicos de nimeros complejos, espero
que te gustes y te sirvan.

m Siz; 420423 =01y |21] = |22] = |23] = 1 entonces son vertices de un triangulo
equilatero.
Demostracion:

Ok, primero tenemos que ver que en un triangulo equilatero tenemos que es el circucentro
(es decir el centro del circulo que esta inscrito dentro del triangulo, o més formalmente es la
interseccion de 3 angulos internos bisectores) y el centroide (es la interseccion de 3 medianas).

En un tridngulo equilatero, cada mediana es también una bisectriz (y viceversa), por lo que
el centroide coincide con el circucentro.

Ahora nuestro centroide se puede encontrar muy facil si sabes las coordenadas de los vertices,
pues esta en %

Ahora, por hipotesis, ese punto es simplemente % = 0, pero resulta que también por hipotesis
tenemos que los 3 puntos tiene un médulo de 1, es decir estan inscritos en el circulo unitario,
por lo tanto el circucentro es también 0.

De ahi tenemos que nuestro triangulo es equilatero.

s Seaa,beC
o —b* < (1+ [af*) (1 + [b?)
Demostracion:

Sabemos que |a — b|? = |a|? + |b|?> — 2Re(ab), pero si no me crees ahorita lo demostramos:

la —b> = (a — b)(a — b) = (a — b)(a — b)
aa) — (ab) — (ba) + (bd)

la*) — (ab) — (ba) + ([o)

= ([al?) + (bl2) — (aB+ ba
= (lal*) + (1bI*) — (ab + ab)
= |a* + |b]* — 2Re(ab)

~—

Mientras del otro lado de la desigualdad tenemos que: (1 + |a|?)(1+ [b]?) = 1 + |a|® + |b]2 +
|al?[b]?

Ahora ve que |a|?|b|?> = (aa@)(bb) = (ab)(ab) = |ab|?

Por lo tanto podemos ver a la desigualdad como:

|al? + [b]? — 2Re(ab) < 1+ |af® + [b]* + |al*b]?
—2Re(ab) < 1+ |al?|b|?
0 < 1+ 2Re(ab) + |a|?|b|?
0 <1+ 2Re(ab) + |ab|?
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.8. PROBLEMAS VARIOS

Con lo anterior queremos decir que |a — b|* < (1 4 [a|?)(1 + [b]?) sera verdad si y solo si
0 < 1+ 2Re(ab) + |ab|>.

Ahora, sea z = x + iy = ab, ahora podemos ver que:

0 <14 2Re(z) + |2
0<142z+ (z+iy)(z —iy)
0<1+2z+ 2 +izy —izy +y°
0<1+2x+a?+1>

0< (z+1)%+¢?

Ahora probar que 0 < (z + 1)% 4 2 es equivalente a decir que es falso que 0 > (z +1)2 + ¢

Y eso ya es muy facil de probar, pues ve que estas sumando dos reales elevados al cuadrado,
por lo tanto cada uno de los terminos de a suma siempre serd mayor o igual a cero, por lo tanto
no existe una x tal que 0 > (z+1)2+y2, por lo tanto es cierto que 0 < (z+1)2+%2, por lo tanto
es cierto que 0 < 1+ 2Re(ab) + |ab|?, por lo tanto es cierto que |a — b2 < (1+ |a|?)(1 + [b]?).

= Sea a,b € C y con a # 0 entonces:
_ : b +
la 4 b] = |a| + |b| si y solo si 2 € R
Demostracion:

Seaa=c+idyb=e+1if

Ahora, esto es lo mismo que probar que a = kb donde k € R™ entonces todo se vuelve mas
facil, pues por un lado tenemos que:

la + b| = |a + kal
= (14 k)a|
= (1 +k)lal
= |a| + klal
= |a| + k|ak]
= |a| + [b]

Ahora vamos del otro lado podemos usar una regla de cosenos y ver que:

la + b\2 = |a\2 + |b|2 — 2|al|b| cos (0)

Ahora para que |a||b| cos (8) sea cero tenemos que hacer que:

e Alguno de los dos sea 0

e Que su angulo entre ellos sea 0, es decir que a = kb con k € R™
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.8. PROBLEMAS VARIOS

» [a—b=|1—ab|lsiysolosila]=106|b=1
Demostracion:
Esta asusta mucho, pero veras que linda es :D
la —b] = |1 —ab|
(a—b)(@—0b) = (1—ab)(1—ba)
aa@ — ab — ba + bb = 1 — @b — ba + (ab)(ba)
lal + 8] = 1+ |ab| — || — 3]
0=1+ (ab)(ab) — aa — bb
0=1+a(abb—a) — bb
0 = a(@bb — @) + (1 — bb)
0 = a(a@(bb — 1)) + (1 — bb)
0 = —a(a(l — bb) + (1 — bb)
0= (1-0bb)(—a(@+1)
0= (1-0bb)(1— a(a)
0=(1—1[p[)(1—al)

Ahora como el producto es cero, alguno de ambos tiene que ser cero, es decir |a| =16 [b] =1,
el regreso es literal ir de abajo arriba :D
. . . iz
» Siw#0ysi|z+w| =]z —w| entonces tenemos que = € R
Demostracion:
Ese es facil:
|2+ w| =2 —wl
+w)(z+w)=(z—w)(z—w

|2|? + |w|? + 2@ + wZ = |22 + |w|?® — 2w — wZ

2W+ WZ = —2W — Wz
22w+ 2wz =0
2W = —2W
Ahora a 4+ bi = —a + bi si y solo si a + bi = —a + bi es decir solo si a = —a, es decir solo

si a = 0. Ahora con esta informacion podemo ver que Re(zw) = 0, es decir podemos ver a
zw =ik con k € R. Ahora podemos ver que:
2w = ik
zww = tkw
zlw]? = ikw
izlw|? = i*kw
% —k
w o fw]?
iz

Ahora k, |w|? son reales, por lo tanto % € R

w
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CAPITULO 3. ARITMETICA COMPLEJA 3.8. PROBLEMAS VARIOS

= a,b,c son colineales si y solo si &= € R

Demostracion:

Si en un plano complejo a esta representado por el punto A, b por B y ¢ por C, entonces
¢ — a representa el vector AC, y ¢ — b representa el vector AB.

Por lo tanto, estos puntos A, B, C son colineales si AC y AB son paralelos, ya que tienen un
punto A en comin.

Por lo tanto AC' = k(AB), por lo tanto ¢ — a = k(c — b), por lo tanto tenemos que k = <=7

Aqui k se toma real porque cuando multiplicamos por un complejo es parte real da la escala
y la parte imaginaria lo gira.

Aqui, necesitamos que los vectores sean paralelos, por lo que omitimos la rotaciéon y k tiene
que ser real solamente.

= a,b,c son colineales si y solo si ¢b — ca — ab € R
Demostracion:

Piensa en el vector AC y AB, como siguen compartiendo un punto tiene que cumplise que
(¢ —a) = ka(b—a), por lo tanto podemos decir que:

c—a

b—a
(b—a)(b—a) = ka|b— al?

c—a
b—a

(c—a)(b—a) =k
CE—CE—aB—HaP:/ﬁ
cb — ¢ — ab = ki — |al?

chb—ca—ab=k

Donde es méas que obvio que ko, k1, k € R
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o o
ol oI
I
o

1
= a,b, c son colineales si y solo si |1
1

Demostracion:
Antes que nada, pasemos del determinante a lo que de verdad queremos llegar y esto es:
1(b¢ — be) — a(¢ — b) +a(c — b) = 0. Ahora tenemos que:
1(be — be) —a(c —b) +a(c—b) =0
be — bc — ac + ab+ ca — ba = 0
(bc — be) — ac + ab + ca — ba = 0
2iIm(be) + 2iIm(ab) + 2iIm(ac) = 0
Im((ab) + (b2) + (ac) =0

Ahora, esto es lo mismo que decir que (ab) + (b¢) + (@c) es un niimero real.

Ahora si, vamos a demostrar que eso pasa si y solo si son colineales:
b

Ahora, piensa en que son colineales si y solo si t(a — ¢) = a — b, por lo tanto ¢t = =2, ahora

también podemos decir ya que |a —c|> = (a —c)(@—¢) tenemos que t|a —c|> = (a —b)(@— 7).

Donde podemos ver que:

(a—b)(a—c)eR

la]> — ac — ba + bc € R

—ac —ba+bc e R

—ac —ba+bec € R
—ac—ba+bc€R

—@c — ba + be + be — be € R
—ac — ba + 2Re(bc) — be € R
—ac —ba —bc € R

@c+ ba+ bc € R
ab+bc+ca €R

Y bingo, llegamos justo a lo que queriamos

Quiza no quede lo més claro posible, pero la idea fue encontrar una proposiciéon equivalente
a encontrar que el determinante fuera 0, esta fue (ab) + (b¢) + (ac) es un ntmero real.

Y al final vimos que eso se cumple si y solo si son colineales.
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CAPITULO 4. FORMA POLAR Y ARGUMENTOS 4.1. FOrRMA POLAR

4.1. Forma Polar

Podemos expresar un punto en el plano complejo mediante la tupla (r, ) , donde r > 0
y 6 esta medido en radianes.

Entonces podemos pasar rapido y facil de un sistema de coordenadas a otro como:

4.1.1. De forma Polar a forma Rectangular

Supongamos que tenemos un punto que podemos describir como (r,0), donde r > 0 y
f medido como radianes.

Entonces tenemos que:

» a=r7cos(f)

= b=rsin(h)
Otra forma de escribirlo es r(cos (f) + i sin (9))

4.1.2. De forma Rectangular a forma Polar

Supongamos que tenemos un punto que podemos describir como (a + bi), entonces
podemos decir que:

. 1= JETE

tan~'(2) sia>0

.o tan~(2) + 7 sia<0
o sia=0yb>0
37” sia=0yb<0
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CAPITULO 4. FORMA POLAR Y ARGUMENTOS 4.2. ARGUMENTO DE z

4.2. Argumento de 2

Definimos al argumento de un ntmero z = a + bi € C como 0 = arg(z), es decir, al
final del dia arg(z) es un angulo.

Este angulo tiene que cumplir las dos siguientes ecuaciones:

g5
= COS (9) = \/a2:_|_b2
- sin(0) = ——2

Pero como sin y cos con funciones periodicas con 27, es decir arg(z) no es tnico.

Ademés para encontrarlo usamos tan(g)_l pero resulta que esta funcién solo regresa
dngulos entre —7 y 7 por lo tanto habrd problemas con ntimeros en el segundo y tercer
cuadrante.

Argumento Principal

Ya que arg(z) es mas bien un conjunto de angulos, podemos considerar al dngulo o
argumento principal de z como Arg(z) y que sera el angulo que cumpla con que:

w cos (Arg(z)) = T
» sin (Arg(z)) = y

Va5

» -2 < Arg(z) < 2

Podemos probar que Arg(z) para alguna z cualquiera serd tnica.

Por lo tanto ahora podemos definir a arg(z) como:

arg(z) ={ Arg(z) +2nm | n€Z} (4.1)
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CAPITULO 4. FORMA POLAR Y ARGUMENTOS 4.3. LEYES DE ARITMETICA

4.3.

Leyes de Aritmetica

Supén dos nimeros complejos de manera polar como z; = (r1,61) v 21 = (r9,02) es

decir z;

=r1(cos (01) +isin (61) y z2 = ra(cos (f2) + isin (62) entonces tenemos que:

= Producto de Niimeros Complejos:
2129 = [(1172), (61 + 02)]

Demostracion:

Esto es muy sencillo, primero ya que tenemos los dos niimeros en forma rectangular podemos
multiplicar como ya sabemos:

2122 = (a1az — b1be) + (a1b2 + bras)i
2129 = r1ra[(cos (01) cos (f2) — sin (6 ) sin (02)) + (cos (61) sin (A2) + sin (07) cos (62))i]

Usando las leyes de senos y cosenos:

e cos(a+b) = cos(a)cos(b) Fsin(a)sin (b)
(

e sin(a £ b) = sin (a) cos (b) £ cos (a) sin

Podemos reducirlo a: z129 = r172[cos

)
(01 + 02) + isin (01 + 62)] v creo que de ahi podemos
reducirlo casi mentalmente ya que (r,0) = r(cos

s (0) + isin (0))

= Division de Niumeros Complejos:

4.,

z2

= [(%), (01 — 05)]

Demostracion:

Esto es muy sencillo, primero ya que tenemos los dos niimeros en forma rectangular podemos
dividir como ya sabemos, pero vamos a hacer un poco de trampa ingeniosa, usamos la idea

de que % = \z% y hacer:
a_.m __ =
2 laP T (r)?
1 o 1 . .
= (T2)22122 = (7’2)2 (a1 + ’Lbl)(ag = Zbg)
1 .
= (7“2)2 (alag — blbg) -+ ((llbg — b1a2)z
= :1 [(cos (61) cos (02) + sin (A1) sin (02)) + (cos (61 ) sin (A2) — sin (0;) cos (62))1]
2

Usando las leyes de senos y cosenos:

e cos(a+b) = cos(a)cos(b)Fsin(a)sin (b)
e sin (a £ b) = sin (a) cos (b) £ cos (a) sin (b)

02) + isin (01 — 62)] v creo que de ahi podemos

Podemos reducirlo a: 2122 = TL[cos (61 —
0) = r(cos (8) + isin (0))

reducirlo casi mentalmente ya que (r,
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= Simplificar Potencias de z:

2t =[(r"), (n - 0)]
Ideas:

No considero a esto una demostracion, por basta con darte cuenta que z™ es z-2z-z... n
veces.

Por lo tanto puedes aplicar la regla: z120 = [(1172), (61 + 62)] que ya que z; = z9 se puede
simplificar a z - z = [r?,26).

Y llegar a ese resultado mediante la induccion.

OSsCcAR ANDRES RosAs 37 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

Capitulo 5

Forma de Euler y Raices

38



CAPITULO 5. FORMA DE EULER Y RAICES 5.1. ForMA DE EULER

5.1. Forma de Euler

Podemos también expresar un niimero complejo de la siguiente manera

" = cos () +isin () (5.1)
Ideas:

Esta formula sale de a partir de las Series de Taylor para la funcién exponencial

= @ ko K2 kP
k _ _
e _Zon!—1+1!+2!+3!+-~- (5.2)

Pasa algo muy interesante al hacer k = i, (recuerda que elevar i*

es periodico) pues vemos que
aparecen claramente la forma en que tenemos de representar a las funciones seno y coseno como
polinomios infinitos:

02n+1
= si =Y (-1)"——
SHL (9) ano( ) (2n + 1)|
o 0271
= cos(0) =2, o(—1) W
0 __ S (,L'e)n
© = Z n!
n=0
_ i Z‘2n02n N i Z'2n+102n+1
2 (2n)] 2 @2n+ 1)
> (71)77,0271 n02n+1
I s
o (2n)! (2n+1
92 0+ o 63 05 07 .
= cos (9) + sin (0) 4

5.1.1. ¢€°

También podemos ver mas generalmente que e* se puede reducir a

6z_ atbi __ _a  _bi

=e"™ =¢"- " =€ (cos(b)+ isin (b)) = e (cos (b) + isin (b))
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5.1. FOrRMA DE EULER

Tip: cos (0) = cos (—0) y sin (—6) = —sin (0)

Y si simplificamos

Tip: cos (0) = cos (—0) y sin (—60) = —sin (0)

Y si simplificamos

5.1.2. Propiedades
ei@ + e—i@
m cos(f) = ——
2
Demostracion:
e + e [cos () + isin (6)] + [cos (—0) + isin (—6)]
2 2
~cos (0) +isin (0) 4 cos () — isin ()
B 2
_ 2cos(0)
2
= cos ()
619 o 671'9
» sin (0) =
(6) oF
Demostracioén:
e —e 1 [cos (0) + isin ()] — [cos (—0) + isin (—6)]
2 2
_cos (0) +isin (0) — cos (0) + isin (0)
B 2
_ 2isin (0)
2
= sin (6)
. o0 — o0
Demostracion:
= cos (0) — isin (0) Definicién de Conjugado
= cos (0) + isin (—6) El Seno es impar
= cos( 0) +isin(—0) El Coseno es par
—1i0
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5.2. Identidad de Lagrange

1 | sin((n+ $)0)

1+ cos (10) + cos (20) + - - + cos (nf) = 5 N Tl (5.3)
sin ( =
Demostracion:

; 1 - T —ix
Z BeE (k‘@) - 5 (emg + e_lke) Recuerda que: cos (z) = %
k=0 k=0

1 [emtD)i6 _ 1  ntD)—if _ N N
-5 . k _
9 < et — 1 + e—i0 _ 1 ) Recuerda que: kzz:or =——

1 [ ent+Di0 _q e—ig e(n+)—i0 _ q _eig o
=3 0if _ 1 o—i2 + T it Multiplica por Uno ;)

N R T d
D) E

2\ % —eis T A—T | SqpEicite

1 [ en+3)i0 _ o(n+g)—i0 i _ —if
= 92 el% — 671% + 61% — eii% Organizando, gracias denominador comin

1 e(n+§)19 _ e(n+%)—i0
) 2 —if +1 Simplificar

€2 —€ "2
6(n+%)20 _ e(n+§)—i¢9
- % i2 2 ;0 +1 Anadimos esto
e’z —e 2
2

1| sin((n+1)0 R

D) «ff)) +1 Recuerda que sin (z) = %
i 7
S| —
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5.3. Ley de Moivre’s

2" =7r"(cos(n-0) +isin(n-0)) donden€Z
Demostracion:

Se puede dar una demostracion muy sencilla, no se porque los libros usan induccion matematica
para demostrar el teorema de Moivre...

En fin, expresando a z en su forma polar y usando la formula de Euler, tenemos:

2" = (a+bi)"
= [r (cos () + isin (9))]"
= 7" (cos (A) + isin (0))"
= ()"
_ np(8im
_ ng(no)i

=7"(cos(n-0)+isin(n-40))
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5.4. n-Raices de un Numero Complejo

En general decir que un nimero w es un raiz enesima de un ntmero complejo z €
C—{0} es que cumple que:

w =z

Donde obviamente n € Z*.

5.4.1. Encontrar las Raices de un Nimero Complejo

Teorema 5.4.1 FEuxisten exactamente n raices para w™ = z donde w, z € C

Suponiendo a z = (r, ) entonces las podemos encontrar tan facil como:

Wy = {L/;[Cos (%) +isin <W)] k=0,1,2,...,n—1

_ g

Demostracion:
Tengamos dos nimeros: z = 7 [cos (6) + isin (0)] y w = p[cos (¢) + isin (¢)]
Entonces de la ecuacion decir w™ = z es lo mismo que decir que:

(p[cos (@) +isin (¢)])" = r[cos (#) + isin (0)]
p™ [cos (¢) + isin (¢)]" = r [cos (#) + isin (0)]

De esta ecuacion tenemos que:

= Pt =7 Y ya encontramos lo que queriamos:
Por lo tanto podemos definir a p = /r . [0+ (2m)k
donde /7 es la raiz enesima del modulo de e sin (¢) = sin —
dicho namero.
.. n .. 0+ (2m)k
s (cos(0) +isin(0))" = cos(¢) + isin (¢) e cos (¢) = cos (Hﬂ-)>
Para resolver esto usaremos la forma de "
Euler, porque son periodicas las sinosuida-
les: i9) = i(6+(2m)k) Y finalmente podemos generalizar los resultados
Ahora lo que queremos encontrar ahorita C€OmMo:
0+ (2m)k
i . 0+ (2m)k . (04 (2m)k
os: @O _ o n wy = V7 |cos | ———— | +isin [ ————
n n
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5.4.2. Raices de la Unidad

Un caso especial de sacar raices es cuando sacamos la enesima raiz de la unidad, es
decir:

2’ =1

Ahora, tendremos n nimeros complejos que cumplan lo que queramos, los vamos a
definir como zg, 21, ..., Zp.

Ahora con el formulazo que ya vimos podemos sacarlas todas:

2k = |[cos| — | +esin | —
n n

Ahora, definimos también a la raiz principal como:
'(2ﬂ>
P
wi=e\"

Y para encontrar las demas raices basta con hacer:

A(ka)
2 — € n

:wk
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5.4.3. Propiedades Interesantes

» Siw # 0 es un raiz n-ésima de la unidad tenemos que: 1 +w+w?+---+w" 1 =0

Demostracioén:
Esta sale rapido si sabes la geometrica, creo que no hay necesidad de demostrar la geometrica

en este momento, usando su resultado tenemos que:

"—1
1+x+m2+~-~+xn_1:x

x—1

Ahora, la suma que tenemos es un calco a la anterior y podemos decir que:

L _l-w"_1-1_ 0

= :O
1—w 1—w 1—w

L+ w+w?+- - +w"”

Ahora, este resultado es valido siempre que 1 — w # 0, es decir siempre que w # 0.

= Si w # 0 es un raiz n-ésima de la unidad tenemos que:
14+2w+3w?+---+nw =0

Demostracién:

Esta es una suma bastante sencilla, vamos a demostrarla porque no es tan famosa como la
geometrica, pero igual solo se hace por completez.

Sea S =1+ 2w+ 3w? + --- + nw" !, entonces podemos hablar de wS = w + 2w? + 3w® +
s+ nw™.

Por lo tanto su resta nos da que S —wS = S(1 —w) = 1+w+w? + w3+ +wn — 1 — nw"

Esto nos recuerda demasido a la geometrica, por lo tanto tenemos que esto es igual a:

S(1—w)= 117_“;: —nw"

. _ 1-w™  nw”
Por lo tanto nuestra respuesta es: S = o) ~ 1-w

Ahora, si, aplicando que es una raiz de unidad y que no es uno tenemos que: S = (1_0w)2 e

n

Por lo tanto llegamos a nuestra respuesta S = —
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5.4.4. Teorema Fundamental del Algebra

Teorema 5.4.2 Teorema Fundamental del Algebra Todo polinomio de grado n tiene
mintmo 1 raiz

No desmotraremos este asombroso teorema por ahora, pero si un colorario (especifica-

mente) en el campo de los complejos: “Un polinomio de grado n tiene exactamente n
z 79

raices”.
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CAPITULO 6. FUNCIONES COMPLEJAS 6.1. FUNCIONES EN GENERAL

6.1. Funciones en General

Una funcion compleja es aquella que toma un ntimero complejo y regresa otro niimero
complejo es decir f: C — C.

Podemos decir entonces que bajo una funciéon compleja f dada un ntimero z este sera

“mapeado” a w.

f(z
z w

T+ Yt M U+

Si te das cuenta podemos ver que tanto la parte imaginaria de w (v) como su parte
real (u) depende de los valores de z,y por lo tanto podemos verlas como funciones
multivariables, por lo tanto tenemos que:

Cualquier funcion compleja w = f(z) puede ser representada como:

f(z) = f(x +yi) = u@y) +iVamy  dondex,y € R (6.1)

Ahora que las hemos definido formalmente podemos mostar las funciones complejas
mas famosas.
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6.2. Funciones Hiperbolicas cosh(x) y senh(x)

A ver, antes que nada, estas no son funciones complejas en si, pero nos van a servir

mucho.

Recuerda que dijimos que:

0 —if
= cos () = %
0 _ —if
- sin (0) = 2.‘3
i

Por lo tanto podemos ver que:

¢iliz) 4 g—ilia)
2
e*4+e”
2
e 4e”
S
= cosh(z)

cos(ir) =

sen(iz) = S —

=i - senh(z)

(6.2)

(6.3)
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CAPITULO 6. FUNCIONES COMPLEJAS. TRIGONOMETRICAS COMPLEJAS: cos(2) Y sin(z)

Estas funciones tiene unas propiedades bien locas como:

» sinh(x)? + cosh(z)? =1

Demostracion:

cosh(x)? — sinh(x

) (55
e* +eﬂ”> (e —e )
)-

2 +2+€72m ( 2+€2I>

() ()
<
(e
() (et
¢
5

et —e "
—XT

2 +2+€72I+ 2w+2_e m)

1
4
1

6.3. Trigonometricas Complejas: cos(z) y sin(z)

cos(a + bi) = cos(a)cos(bi) — sen(a)sen(bi)

= cos(a)cosh(b) — i(sen(a)senh(b)) (6.4)

sin(a + bi) = sin(a)cos(bi) + cos(a)sen(bi)

= sin(a)cosh(b) + i(cos(a)senh(i)) (6.5)
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6.4. Funciones ey Ln(z)

La funcién exponencial es demasiado sencilla de definir:

= ¢e”cos (b) + isin (b) (6.6)
= e®cos (b) + ie” sin (b)

Vamos a definir de manera completamente arbitraria al logaritmo de un ntimero com-
plejo:

Ln(z) = In(]z]) + iArg(z) (6.7)

Esta definiciéon nos permite que esta nueva funciéon herede las propiedades comunes del
logaritmo.

6.5. =z

Gracias a la definicion podemos definir esta operacién como:

_ (Zl)aebi-Ln(ZQ)
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CAPITULO 7. LIMITES 7.1. LiMITES EN CALCULO REAL

7.1. Limites en Calculo Real

Antes de empezar a hablar sobre como podemos definir el limite en el campo de los
complejos, veamos como llegamos a esa definicién en los nimeros reales.

lim f(z) =L (7.1)

r—a

De manera completamente informal podemos decir que el Limite de arriba es cierto si
cuando f(z) se acerca a L, x se acerca a a.

Es decir, si se acerca, la distancia entre f(z) y L'y = y a cada vez se va haciendo mas
pequena, lo cuando lo podemos anadir para hacer a la definicién mas precisa.

Limite: | f(z) — L| se hace casi cero cuando |z — a| se acerca a cero.

Ahora simplemente vamos a formalizar lo que significa pequeno:

= § hablara de lo pequenio que sera |z — af

» ¢ hablara de lo pequeno que sera |f(x) — L]

Por lo tanto estamos listo para la definicion formal en todo su esplendor:

7.1.1. Definicién Formal

» En forma geométrica, si a es un punto en la recta ntimerica, entonces lim, _,, f(x)
L si el valor absoluto de la diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequena
como se desee al eligir puntos lo bastante cercanos a a (excluyendo a x = a).

= Se dice que un namero L es el limite de f(x) cuando z tiende a a si para todo
nimero positivo € (tan pequeno como se desee) se halla un nimero positivo d (que
por lo general depende de €) tal que si0 < |z — a| < § entonces |f(z) — L| < e.

» Decimos que lim, ., f(x) = L si y solo si se cumple que:

Ve >0, 36 > 0 tal que si 0 < |z —a| < § entonces |f(z) — L| <€
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CAPITULO 8. DERIVACION 8.1. FUNCIONES ANALITICAS

8.1. Funciones Analiticas

Eventualmente nuestra meta con estas funciones complejas es hacer calculo con ellas, es
derivarlas e integrarlas (en especial integrales de contorno o de linea), hacer un montén
de cosas locas, y para poder hacer todo eso tendremos que hacer que nuestra funciones
se porten bien, es decir que sean diferenciables, que sus derivadas esten definidas y que
sean continuas.

Si recuerdas de Analisis Real tenfamos que para que una funcion fuera continua ambos
limites, tanto por la derecha como por la izquierda tenian que existir y ser iguales.

Ahora bien, con las funciones complejas la restriccion es mucho mas fuerte pues no solo
nos podemos acercar por la derecha o por la izquierda, sino que por todos lados.

Despties veremos que hay algo llamado las Ecuaciones de Cauchy Riemann que nos
hablan mucho de si una funcién es analitica o no.

8.2. Continuidad

Decimos que una funcién f(z) es continua en un punto si y solo si:

» La funcion f(z) tiene que estar valuado en z
» El lim,_,,, f(2) tiene que existir

= Sin importar desde donde te aproximes los limites existen y son iguales

8.3. Definicion Formal

Podemos definir formalmente a nuestra derivada de una manera muy sencilla:

flz+4z) - ()

fiz) = Alimo Az
- (8.1)
— lim f(Z) - f(Zo)

2=z Z— 2y
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8.4. Ecuaciones de Cauchy - Riemann en Rectangular

Recuerda que el hecho de que una funcion f(z) = u(x,y)+iv(z,y) sea diferenciable nos
da grandes restricciones sobre como son u(x,y), v(x,y), veamos que dichas restricciones
salen de la misma definicion:

flz+4Az) - f(2)

/ R
F2) = Al,lzrilo Az
e u(x + Az, y + Ay) + iv(zAz,y + Ay) — u(z,y) + iv(z, y)

Ademaés sabemos que si es diferenciable, los limites tiene que coincidir sin importar de
por donde nos acercamos al valor, por lo tanto tenemos que:

v e w4+ Az, y + Ay) +iv(zAz,y + Ay) — u(z, y) + iv(z,y)
f (Z> o Alsclr—l}o Azr + Z'Ay

u(z + Az, y) —u(z,y) vz + Ar,y) —v(z,y)
“+1
Az Az

= lim
Az — 0
Ay =0

_ o [MEy+ Ay) —u(@y) | v(@y+Ay) —vizy)
1Ay Ay

Az =0
Ay — 0

Y si te das cuentas, estos dos limites estan mostrando derivadas parciales, asi que al
igualar ambas tenemos que:

u(z,y) | Ov(z,y)  Oulz,y)  Ov(z,y)
ox —H({)x _Zf)y + oy

Por lo tanto podemos comparar la parte real e imaginaria como:

_ ou(z,y) _ ov(z,y)

ox Ay
dv(z,y)  Ou(z,y)
or dy

Estas son conocidas como las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Por lo tanto formalizamos como que una condicion necesaria para que f(z) = u(z,y)+
iv(z,y) sea analitica en una region es que cumplan las Ecucaciones de Cauchy-Riemann.
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8.5. Ecuaciones de Cauchy - Riemann en Forma Polar

8.5.1. Demostraciéon usando Rectangular

Sea una funcion f(r,0) = u(r, §)+iv(r, §) ananlitica, entonces se satisface las ecuaciones
en forma rectangular:

, Qulzy) _ du(zy)

ox oy
dulz,y)  dv(z,y)
oy ox

Y dado que z = z + iy = r(cos (0) + isin (6)), entonces:
1
= r(z,y) = (2% +¢%)?
_ Y
» O(z,y) = arctan (—)
x
y también tenemos que:

» 2(r,0) = rcos(0)
» y(r,0) = rsin (0)
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Ahora, hay que demostrar estas 4 ecuaciones:

dr or . 060 —sin(d) 06 cos(0)
— = — = 0 - =
5 = 08 (0) By sin (6) o7 . By ”
Demostracion
Or _ 9 (@ +yD)° Or _ 9 (a®+y)°
ox ox dy dy
1 =t 1 —1
=5 (@ +y") 7 (20) =5 (@ +9°)7 ()
::U(x2+y2)_7 :y(:v2—|—y2)%
= rcos (6) (7“2)77 = rsin () (7“2)771
=rcos () r* = rsin (6) r !
= COS (9) = SIn (9)
op Oarctan <—> op Oarctan (;)
or Ox Oy - dy
y\? ? N v\’z
1+ (5) 1+(3)
_ v 11
y? + %\ a? (Pt =z
: (=)
— L -y - 1 1
y> +a”\ =2 R AY
x? ( x? )
__ Y . &
y? + 22 o y? + 22
—rsin (0) 7 cos ()
- o -2
_ —sin(0) _cos(0)
B r 7
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Entonces usando la gran regla de la cadena tenemos que:

du(r,§) Oudr Judb

5 = Br O + 50 Regla de la Cadena
_Odu 0 u sin () :
= -, o8 0) — 50 Sustituyendo

Por otro lado:

0u(r0) _0v0r , 0000
dy  Or 0y 06 Oy
0u 0 w cos (6)

R R

Regla de la Cadena

Sustituyendo

Ahora de las ecuaciones de Cauchy - Riemann tenemos que:

g 2u_Jdv
- Or Oy

0 u ausm(e)>_(au , +8ucos(0))

& S0+ 55—

Y ya que sin (6) y cos (f) son linealmente independientes (si no me creen intenten hacer
el Wroksiano, porque yo no lo intentaré) tenemos que todo lo que las multiplique tiene
que ser cero, es decir:

Tenemos que 0 = % — @1 por lo que un simple despeje tenemos que: @ = 1@
or o0 r or r o0

Tenemos que 0 = —%— %1 por lo que un simple despeje tenemos que: % = _—1@
o0 Orr ol r or

Por lo tanto tenemos que:
du 1 (0w
or 1\ 00

9v_ -1 (0u
or r 00
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8.5.2. Comprobacion usando Rectangular

Sea una funcion f(x +iy) = u(x,y) + iv(x, y) analitica, entonces se satisface las ecua-
ciones en forma rectangular:

. 0 u(z,y) _ 0v(z,y)

ox Jy
du(z,y)  Jdv(z,y)
oy ox

Y dado que z = = + iy = r(cos (A) + isin (#)), entonces:

» 2(r,0) = rcos(0)
» y(r,0) = rsin (0)

Entonces usando la gran regla de la cadena tenemos que:

Ou_0dudw Oudy
or  Ox Or Oy Or
Qudrcos(f) Oudrsin(h)

Regla de la Cadena

= 0 —= E d
Oz or + By o xpandamos
_ o0 cos () + gu sin (0) Resolvemos
Oz y
= % (%r cos (6) + %—;jr sin (9)) Creamos una r magica
= % (%—;r cos (0) — %r sin (0)) Usando Cauchy - Riemann
= % (% — rsin (9) + 88—;)7“ COS (9)) Reordenamos
= % (%88_5 + %—;%) Ve que son iguales
1 /0w .
=\ a7 Regla de la Cadena a la inversa
r \ 00

De manera analoga tenemos que:
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0v_9vox ovoy

or Oz Or +0_y87“
Ovdrcos() Ovdrsin(h)

Regla de la Cadena

_Jrgre ) e A E
o o + 3y o xpandamos
_ov cos (0) + gv sin (0) Resolvemos
- Oz dy
=1l
= <—%r cos (0) — aa—:r sin (0)) Creamos una r magica
—1l
= <88—:T cos (0) — %r sin (9)) Usando Cauchy - Riemann
—1l
= — (% (—rsin (0)) + aa—;r oS ((9)) Reordenamos
-1 /0udx Oudy
SEL (. 4 igual
. (895 20 + By 8(9) Ve que son iguales
-1 /0u :
=— [ = Regla de la Cadena a la inversa
r \ 00

Por lo tanto tenemos que:
du 1 (0w
or 1\ 0f

gv_Z1(0u
or r 00
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8.6. Funciones Analiticas y Cauchy - Riemann
Recapitulemos todo lo que hemos visto de las ecuaciones de Cauchy - Riemann usando
estos dos teoremas:

Teorema 8.6.1 Si f(2) = U,y + Wy es analitica en una region R entonces se
satisface estas ecuaciones dentro de R.

0 Uay) :8 Y(ay) 0 Uay) _ 9 V(zy)
ox oy oy ox

Por otro lado también tenemos que:
Teorema 8.6.2 Si las siguientes condiciones se cumplen en una region R entonces la

funcion es analitica.

= Todas las derividas parciales existen y son continuas

Ou Ou  Jv OJv
ox dy ox dy
s Satisfacen las Relaciones de Cauchy Riemann:

0 Uy) _ 0 Vay) O Uay) O Vay)
ox oy oy ox

8.7. Funciones Armonicas y Ecuaciones de Laplace

Teorema 8.7.1 Si f(2) = Uy + Wy es analitica en una region R entonces se
satisface estas ecuaciones dentro de R.

VQU(I,Z/) =0 Yy VQU(J;,y) =0

Este Teorema sale simplemente derivando las Ecuaciones de Cauchy - Riemann y ha-
ciendo un poco de algebra.

Debido a que u(,), v,y satisfacen la Ecuacion de Laplace tenemos que son conside-
radas funciones armonicas.
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CAPITULO 9. INTEGRACION

9.1. INTEGRALES COMPLEJAS

9.1. Integrales Complejas

Supongamos que tenemos una funcion f(z) si queremos integrarla desde un punto

complejo a hasta otro punto complejo b.

Si estuvieramos hablando de una simple integral en los nimeros reales entonces tenemos
que basta con recorrer la recta nimerica desde a hasta b.

Pero jSorpresa! Eso no se puede hacer con una integral compleja porque ya que son
efectivamente nimeros en dos dimensiones, no hay un camino para llegar, sino una

infinidad de caminos.

Y el gran problema es que cada camino po-
dria darte un valor diferente al momento de
calcular la integral.

Asi que para integrar una funcién compleja es
necesario que me digas cual sera la curva por
la cual integraremos dicha funcién, debido a
esto hay grandes relaciones sobre como fun-
ciona una integral compleja y una integral de
linea.

Esto se debe basicamente a que los ntmeros
complejos no viven en una linea, una recta
numerica, sino en todo un plano complejo.

‘IMZ
Ci
f(z) 6
Cz
2 »Rez

Figura 9.1: ;Qué camino sigo? C1 6 Ca2
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CAPITULO 9. INTEGRACION 9.1. INTEGRALES COMPLEJAS

9.1.1. Calcular un Integral Compleja sobre C'

Supongamos que tenemos una funcion f(z) = (g y) + i0(z,) sobre una curva arbitraria
C desde el punto a hasta b

Supongamos que dicha curva se puede expresar usando ecuaciones parametricas de tal
manera que z,y son funciones de un parametro ¢ tal que asi: z(t) y y(t).

Entonces tenemos que podemos expresar a a y a b como:

= a=x(a) +iy(a)
= b=x(B) + iy(B)

Entonces ya podemos definir lo que significa una integral compleja:

/C f(2)dz = /C f(o + iy)(dz + idy)

= /C(u + i) (dx + idy)

:/udx—vdy—i-i/vdx—i-udy
C c

Apliquemos un cambio de variable: dz = Gdt y dy = Z7dt

Por lo tanto finalmento podemos decir que:

Fode dy fde dy
dz = —dt —v—dt +1 —dt —dt
/Cf(z)z /audt v +z/a v +udt

B B
= / Uz, )@ (E)dt — V(g )y () dt + Z/ V(z)® (E)dt + U 4y (t)dE

[0}
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9.1.2. Parametrizacion

Otra forma complemente igual de valida es no parametrizar las funciones en parte real
e imaginaria.

Entonces podemos defininir fc f(2)dz para cualquier curva cerrada. Si C' esta parame-
trizada por r(t), a <t < b tenemos que podemos ver a 7’(t) como una curva compleja

y
b
[ 1xz= [ o) @) a
C a
O también es comin ponerlo como:

[ = [ o) )

9.2. Integrales Bonitas: Antiderivadas

Ya que hemos aprendido todo esto sobre las integrales podemos ver que el hecho de
parametrizar simplifica enormemente todo el trabajo que tenemos que hacer sobre las
mismas, llegando a esto tan bonito:

Sea z(t) = z(t) + iy(t) entonces suponiendo que sean continuas en [a, b] tenemos que:

/abz(t)dtz/ab(x(t)+iy(t))dt:/abx(t)dt+i/aby(t)dt

9.3. Teorema de la Deformacion

Sea I y v dos trayectorias cerradas en una region del plano R con v en el interior de
.

Sea f(z) una funcion diferenciable en un conjunto abierta que contiene ambas trayec-
torias y todos los puntos entre ellas, entonces:

]{f(z)dz = f;f(z)dz
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CAPITULO 9. INTEGRACION 9.4. TEOREMA DE CAUCHY-GOURSAT

9.4. Teorema de Cauchy-Goursat

Si f(z) es analitica y estamos hablando de una curva simple, es decir en la que no se
cruza consigo mismo, entonces tenemos que:

fc f(z)dz =

Ideas:

Antes que hablar de la demostracion del Teorema tenemos que recordar lo que significa que una
Region R sea simplemente conexa.

“Un Region R es simplemente conexa si cada curva simple en R es la frontera de una region contenida
en R’

De esto podemos ver que por ejemplo el disco { z € C, | |z] <1} es simplemente conexo, pero el
anillo { z€ C, | 1<|z/ <1} noloes.

Usando el Teorema de Green:

Supongamos que C' es un curva simple cerrada que esta limitada por D entonces si queremos aplicar
el Teorema de Green a la integral: [, f o f(2)dz ya que tenemos que:

f(2)dz = (u+ w)(dx + idy)= (udx — vdy) + i(vdx + udy)

Entonces podemos ver que:

o= ()] (e -5)

Entonces el integrando sera siempre cero si y solo si las ecuaciones de Cauchy Riemann se mantienen.
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CAPITULO 9. INTEGRACION 9.5. TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

9.5. Teorema de la Integral de Cauchy
Sea f(z) analitica en el interior y sobre la frontera de C, donde C es cerrada y sim-
plemente conexa en una regiéon R, entonces tenemos si a pertenece a la region R se

cumple que:

dz

f@)= o § IO

2mi Joz —a

Pero esta no es la forma en la que comunmente la usamos, sino que la usamos como un
pequeno truco para poder calcular algunas integrales, esto lo escribimos entonces asi:

211 f(a) = fZ)dz

c R—a

9.5.1. Teorema de Integral vs Formula de la Integral

Consideremos un ejemplo que creo que pone todo mas claro, supon la funcién f(z) =22+ 2+ 1 a
lo largo de el circulo unitario.

Por lo tanto tenemos que:

2m 2m
/ f(z)dz = / (e* + e + 1)ie"dt= z/ (€3 + e + e')dt
@ 0 0

Creo que es muy sencillo ver que esta integral sera cero, porque el periodo de el seno y coseno es
27, por lo tanto al momento de evaluar todo se cancela.

Pero por otro lado imagina:

1 27 ) ] 27
/ —dz :/ (e”™Yie dt= z/ dt = 2mi
o4 0 0

. Pero porque no dio cero?

1
Porque — es analitica en la region C — { 0 } pero vimos que esta region no es simplemente conexa,

z
por lo tanto no podemos aplicar el Teorema de Cauchy.
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CAPITULO 9. INTEGRACION 9.5. TEOREMA DE LA INTEGRAL DE CAUCHY

9.5.2. Ejemplos

Sea la curva aquella descrita por el circulo |z + 1| = % calcule:

Solucion:

Simplemente tenemos que darnos cuenta que el punto de indeterminaciéon de nuestra integral es
z =0y z= —1, ahora, si te das cuenta podemos poner nuestra integral como:

ey

Entonces podemos separarlo como:

- fD)=2
mg=—1
1 1
. f(a):(_1)2:1:1

Por lo tanto:

dz _ .
ﬁm =27i f(a) = 2mi
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CAPITULO 9. INTEGRACBON TEOREMA DE CAUCHY DE DERIVACION DE ORDEN SUPERIOR

9.6. Teorema de Cauchy de Derivacién de Orden Su-
perior
Sea f(z) diferenciable en un conjunto G entonces f(z) tiene derivadas de todos los

ordenes en cada punto de G, mas atn si C' es una trayectoria cerrada en GG que encierra
unicamente puntos de GG, en particular a zy tenemos que:

£ (z0) = n! 7{} f(z)dz

T 27 Jo (2 — zo)

Pero esta no es la forma en la que comunmente la usamos, sino que la usamos como un
pequeno truco para poder calcular algunas integrales, esto lo escribimos entonces asi:

270 () ) = f(z)dz

nl z — zg)"H!

9.6.1. Ejemplos

Ejemplo 1
Sea la curva aquella descrita por el circulo |z| = % calcule:

Solucioén:

Simplemente tenemos que darnos cuenta que el punto de indeterminaciéon de nuestra integral es

z =0y z= —1, ahora, si te das cuenta podemos poner nuestra integral como:
?{ dz
o #(z+1)
Entonces podemos separarlo como:
nn=1
1
1
/ —
" Zy = 0
1
= f'(20) = 12 T -1

Por lo tanto:

dz 27 i . ‘
jgc"ﬂ(z"'l) - Wf( )(ZO) = (2mi) — 1= —2mi
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CAPITULO 9. INTEGRACBON TEOREMA DE CAUCHY DE DERIVACION DE ORDEN SUPERIOR

Ejemplo 2

Sea la curva aquella descrita por el circulo |z| = 3 calcule:

Solucion:

Ya que nuestra curva encierra a ambos puntos de indeterminacién tenemos que separarla:

dz _Az—|—B+ C
2(z+1) 22 z+1
1=(Az+B)(z+1) +2%(0)

1=A22+Bz+ Az + B + C2?

Por lo tanto:

A+C=0 A+B=0 B=1

Es decir:

Entonces podemos separarlo como:

dz Az+ B C
= dz + dz
c22(z+1) o 22 cz+1
_7{ —(z)dz_’_]{%_Ff dz
a C 2’2 CZ2 CZ+1
]{fdz %dz ?{ dz
C z 022 CZ+1
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CAPITULO 9. INTEGRACBON TEOREMA DE CAUCHY DE DERIVACION DE ORDEN SUPERIOR

Ahora vamos a ir resolviendo una por una:

= La primera se puede resolver con la Teorema de la Integral de Cauchy pues tenemos que:

o f(z)=-1

e f(0)=-1
Por lo tanto:

—dz

— =2mif(0) = —2mi
c <

= La segunda se puede resolver con la Teorema de Derivaciéon Superior pues tenemos que:
.« f()=1
. f'(2)=0

Por lo tanto:
d 271
flgzjmzo
c? n!

= La tercera se puede resolver con la Teorema de la Integral de Cauchy pues tenemos que:
. f(x)=1
o f(-1)=1

Por lo tanto:

d
740 Zfl = 2mif(—1) = 2mi

Finalmente tenemos entonces que:

]{ dz _%—dz_l_f@_'_?{ dz
c2(z+1)  Jo =z o 22 cz+1

=—-2m +0 + 271
=0
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CAPITULO 10. SERIES COMPLEJAS 10.1. SERIE GEOMETRICA

10.1. Serie Geométrica

Si |z] < 1 entonces la Serie:

o0 o0
E azk’lzg azk:a+az+a22+az3+...
n=1

n=0

Converge a ] ¢

Demostracion:

Ahora podemos encontrar una expresion para la suma parcial .S,, como:
S, =a+az+az?+azd+---+az""L.

Ahora el gran truco para poder evaluar méas sencillo S;, lo que podemos hacer es:

Sp=a+az+a?+aB 4+ +az"!

28, =az+az®> +az +azt + -+ az"
Sp—2S,=(a+az+az’?+a2+ - +az" - (az+a? +ad +az* +. - +a2")
Sp—2S, =a—az"

Spn(l1—2)=a—az"
a(l — 2"
5= "2

Ahora lim,, . 2™ = 0 siempre que |z| < 1, entonces:

lim a(l—2zm) _ a(l —0)
n—oo —z 1—z
a

1—=2
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CAPITULO 10. SERIES COMPLEJAS 10.2. SERIES DE POTENCIAS

10.2. Series de Potencias

Una serie de Potencias es una serie de la forma:

Zak(z — zo)k =ag+ a1(z — 20) + as(z — 20)2 + az(z — 20)3 £

n=0

Ahora, hay muchas cosas que debes saber, muchos nombres y designaciones que hace-
mos a las series de potencias:

= Se dice que la Serie centrada en z
= Hablamos de un radio de convergencia de dicha serie, el radio puede ser:

e El radio es 0, entonces decimos que solo converge en z = 2y

e El radio es finito, entonces la serie converge siempre que z este dentro del
radio

e El radio es infinito, en ese cado siempre converge
» Es conveniente decir que (z — 2)? = 1 incluso cuando z = 2

= La corresponcia entre un niimero complejo z que se encuentre dentro del circulo
o 2 . ) k
de convergencia y en nimero w al cual converge la serie ) >~ ar(z — 2)" es de
uno a uno.

Por lo tanto podemos ver a una serie de convergencia como una funcion f(z) = w
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CAPITULO 10. SERIES COMPLEJAS 10.3. SERIES DE TAYLOR

10.3. Series de Taylor

Sea f(z) andlitica en el interior de un circulo Cy con centro en zy y radio 9. Entonces
para cada punto z en el interior de Cy se tiene que f(z) se puede escribir como:

Zanz—zo Zf z—zo)"

Ademas para cualquier circulo en el interior de Cj la serie converge uniformemente.

Ideas:

Podemos diferenciar a una serie de potencias simplemente diferenciando término por término, y
como creo que es mas que obvio, el diferenciar una serie de potencias no hace que cambie su radio
de convergencia.

Es decir, una serie de pontencia define a una funcién infinitamente derivable que tendra el mismo
radio de convergencia.

Ahora, veamos que pasa el derivar una serie de potencia:
f(2) =32 gar(z — 20)F = ao + a1(z — z0) + az(z — 20)? + . ...

"(z) = i ay k(z — z9)*1 = a1 + 2a9(z — 20) + 3az(z — 20)> + . ..
Zak 1)(z — zp)*2 = (2)(1)az + (3)(2)az(z — 2z0) + . ..
Z ar ( 1)k —2)(z—20)*2=(3)(2as +...

Hay una relacion entre los coeficientes de ay, y la derivadas de f(z), entonces tenemos que f(z9) = ao,

f'(20) = 1Man), f"(20) = 2!(az), f"(20) = 3!(as).

d" f(z
Entonces en general tenemos que %75) = (nhay,
%
. : F™ (20)
Con lo que con un simple despeje tenemos que a, = —
n!

Por lo tanto tenemos que:

% f(n)(,
(=Y L0 (o e
n=0 ’

COMPILANDO CONOCIMIENTO 78 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com
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10.3.1. Series de Taylor Famosas

z - z"
=) —
n=0
20t
sen(2) =3 2n+ 1) (=1
n=0

10.4. Series de Maclaurin

Si zp = 0 entonces la Serie de Taylor recibe un nombre especial

O fn)
fa) =3 0

n

Y si, eso es todo, una Serie de Taylor con zy = 0.
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CAPITULO 10. SERIES COMPLEJAS 10.5. SERIES DE LAURENT

10.5. Series de Laurent

Si z = 2 es una singularidad aislada de una funciéon f(z) entonces tenemos que pode-
mos escribir a la funcién como:

Z an(z — 20)"

Ideas:

Si una funcién no es analitica en el punto z = zg, entonces en este punto decimos que tenemos una
singularidad o un punto singular de la funcion.

Ahora vamos a ver un nuevo tipo de las Series de Potencias de f(z) sobre una singularidad aislada
sobre zy. Esta nueva serie involucrara a potencias positivas como no negativas de (z — zp).

Si z = zg es una singularidad de una funcién f(z) entonces es muy obvio que no podemos expandirla
como una Serie de Potencias comun con zy en su centro.

Pero si z = 2 es una singularidad aislada entonces podemos representarla como una Serie Potencias
que involucra potencias negativas y positivas.

a_ a_
f(Z):+(Z—jo)2 + (2_210)1 +CL0+G1(Z_ZO)1—|—+a2(z—20)2+~-~

o0 o0
= Za_n(z—zo)_" —I—Zan(z—zo)"
n=1 n=0

oo
= Zan(z —2z0)"
— 00

Llamamos a la parte Z:O:o an(z — 20)™ como la parte principal, y decimos que esta suma converge
si|z—zo| >r

La parte ) > | a_p(2z—20) "como la parte analitica y decimos que esta suma converge si |z—zo| < R
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10.5.1. Coeficientes de la Serie de Laurent

Podemos encontrar facilmente los coeficientes de una Serie de Taylor como:
£ (20)

w n!

Podemos hacer algo parecido con las Series de Laurent y decir que:

Para la Parte Analitica tenemos que:

1 f(z)
an—%émdz

Para la Parte Principal tenemos que:

_ 1 f(z)
a, = 2—7”?{0 = Zo)*”“dz

Donde C' es cualquier curva cerrrada que rodea a zj.
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10.5.2. Ejemplos

Ejemplo 1
. sin (z)
Encuentra la expansion de f(z) = — = alrededor de z = 0
z
Solucién:
3 5 7
Recuerda que sin (2) = z — %+% - % +...
in(z) _1_ 1z
24 23 3z 57T
Donde tenemos que:
Parte Analitica: = — =
= Parte Analitica: 5 F—i—
1 1
= Parte Principal: =5
Ejemplo 2
. 1
Encuentre la expansion de f(z) = —— en:
z(z—1)
» 0< |zl <1
Demostracion:

Estamos de acuerdo en que la Superficie 0 < |z| < 1 representa el circulo unitario menos
z = 0, por lo tanto tenemos una superficie que encierra a un punto de singularidad.

1
Por lo tanto tenemos que hacer una expansion de ﬁ que involucre a (z — 0).
z(z —
Ahora tenemos que:
1
(-1 1
-\ z =g
—1 2., .3, 4
== (Q+z+22+22+2*+..)

1
Sabemos que : =(1+z+224+22+2"+...) siysolosi|z| <1y al multiplicarlo por
—z

1
— entonces tenemos que la expresion general converge si y solo si 0 < |z| < 1.
z
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n 1 < |z]
Demostracion:

Estamos de acuerdo en que la Superficie 1 < |z| representa todo el plano complejo excepto el
circulo unitario, por lo tanto tenemos una superficie que encierra a un punto de singularidad.

Por lo tanto tenemos que hacer una expansion que involucre a (z — 0).

Ahora tenemos que:

&) =

Il
S

1
(1+z+z2—|—z3+z4—|—...)
1 1 1
=+ =

. 1
Laserie 1+ z+22 423+ 2%+ ... converge si y solo si | ~| < 1 por lo tanto su inversa converge
z
siysolosi|z] >1
n 0<|z—-1] <1
Demostracion:

Estamos de acuerdo en que la Superficie 0 < |z — 1| < 1 representa el circulo unitario
pero centrado en z = 1, por lo tanto tenemos una superficie que encierra a un punto de
singularidad.

Por lo tanto tenemos que hacer una expansion que involucre a (z — 1).

Ahora tenemos que:

1

z(z —1)
1
(z+1-1)(z—1)

(=) (we=n)

:<Z_1> (2= +(-1)2-(z-1>2+(-1)*—...]
< _1>+1+(zl) + =1+ (=Dt +...]

f(z) =

Ahora como z # 1 entonces 0 < |z—1|, y gracias a la serie geometrica tenemos que |z—1| < 1,
por lo tanto la expresion converge si 0 < [z — 1] < 1
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10.5.3. Polos y Singularidades Aisladas

Supongamos que tenemos una funcién como:
o0
f(2) =" an(z — z)"
— 00

= Z a_n(z—20)" + Z an(z — 20)"
n=1 n=0

Y que z = z; es nuestra singularidad.

= Si la parte principal de nuestra Serie de Laurent no tiene elementos entonces
decimos que existe una Singularidad Removible.

ap + a1 (z — z9) + ag(z — 29)* + - - -

= Si la parte principal de nuestra Serie de Laurent tiene una cantidad finita de
elementos entonces decimos que tenemos un Polo de Orden n.

Si es que tenemos solo un elemento decimos que es un Polo Simple

a_n(z—20)"+ - +a1(z—2)" +ag+ai(z—z)+ax(z—2)*+- -

= Si la parte principal de nuestra Serie de Laurent tiene una cantidad infinita
de elementos entonces decimos que tenemos una Singularidad Escencial

cotag(z—20) P+ a1(z —20) " +ao+ai(z — 20) +ag(z — 20)° + -+

COMPILANDO CONOCIMIENTO 4 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com

Capitulo 11

Residuos

85



CAPITULO 11. RESIDUOS 11.1. DEFINICION

11.1. Definiciéon

Supongamos que tenemos una funciéon como:

o0

f(2) =) an(z — 20)"

—00

= Z a_n(z—20) " + Z an(z — 20)"
n=1 n=0

Entonces en especial el primer coeficiente (a_1) es tan especial que recibe el nombre de
residuo.

Solemos denotar el Residuo de f(z) sobre el punto z = 2z, como:

a_1 = Res(f(2), z0)
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11.2. Encontrar Residuos

» La forma maés trivial de encontrar nuestro residuo sobre f(z) a lo largo de un
punto 2y es simplemente hayar la Serie de Laurent de dicha funcién y tomar el

coeficiente de .
zZ— 20

No tengo que demostrar esto, despties de todo esta es la definicion

= Vimos que encontramos una férmula para encontrar un coeficiente arbitario den-
tro de la Serie de Laurent, esta formula funciona para encontrar a los términos
§ e _ 1 f(2)
de la Parte Principal: a,, = fc (Zfzo),nﬂdz

2mi

Entonces:

0= iff(z)dz

Comi

= Si f(z) tiene un Polo Simple en z = zj, entonces tenemos que:

Res(f(2),20) = im (2 — 20) f(2)

Z—20

Demostracion:

Considera que zp es un Polo Simple, entonces la funcién tiene esta forma:
20)t +as(z — 20)2 + ...

Donde a_; es diferente de cero. Ahora simplemente al multiplicar todo por (z — 2p) y maés

aun tomando el limite tenemos que: lim,_, ,, (z — z0) f(2) = lim, . [a_1 +ao(z — z0) +a1(z —
2

Zo) =+ .. ] = ax

ap+ai(z—
zZ— 20

» Si f(2) tiene un Polo de Orden n en z = z, entonces tenemos que:

Res(1(2).20) = (g ) M S = 2072

(n—=1)!) 252 dzn!
» Si f(2) se puede escribir como f(z) = % y g(20) # 0 entonces tenemos que

podemos encontrar el residuo de un polo simple como:

Res(f(2), 2) = 2120)
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.3. EJEMPLOS SOBRE ENCONTRAR RESIDUO

11.3. Ejemplos sobre Encontrar Residuo

Ejemplo 1

1

Encuentra los residuos de f(z) = ( 2z —3)
7 = Z —

Solucién:

= Para z = 3 vemos un Polo Simple por lo que podemos decir que:

Res(f(z),3) = lim(z — 3) f(2)

z—3

1 1
:, — :1/ o
IO O popm 7 ey oL p
N N
C(3-1)2 22 4

= Para z = 1 vemos un Polo de Orden 2 por lo que podemos decir que:

1d

Res(f(2),1) = lim ﬁ@(z —1)%f(2)
o d 5 1
R WP GO B o T
B d 1
_z—%%z—3
= If -1
z~>1(z—3)2
!
T4

CoMPILANDO CONOCIMIENTO 88

VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com

CAPITULO 11. RESIDUOS 11.4. TEOREMA DE RESIDUO DE CAUCHY

11.4. Teorema de Residuo de Cauchy

Supongamos que tenemos una funcion que sea analitica excepto en zq, 2o, . . . , 2, ence-
rrados por C' entonces:

fcf(z)dz = 2mi Z Res(f(2), z)
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CAPITULO 11. RESIDUQS$.5. UsSAR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: fo% F(cos (0),sin (0)) do

11.5. Usar Teorema del Residuo para: fOQW F(cos (0),sin (0)) df

La idea esta en convertir una integral de variable real en una integral compleja donde
nuestro recorrido seré el circulo unitario centrado en el origen.

El primer paso esta en parametrizar el recorrido como:

" z=¢
» dz =ie'df
cdp=L L
e’ 1z
= cos () = i _26—29 = % (z427h
» sin (0) = M = l(2—2*1)

2 27

Por lo tanto finalmente tenemos que:

o z+z7t 2—271\ dz
F i =¢ F g
/0 (cos (#),sin (6)) db J(I{C ( S T, ) p
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CAPITULO 11. RESIDUQS$.5. UsArR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: ["

F(cos (0),sin (0)) df

11.5.1. Ejemplo

1
leule [ ————_df
Caleule Jo 5 s (9)

Solucién:

2
o D+4sin(0) C5+2—i(zfz*1) iz

7?{ 1 dz
~ Jo 222 +5iz— 24z

-4 L i
~ Jo (22 4+ 4i)(22 +14) iz

Ahora usemos el Teorema de Residuo, recuerda que nuestro recorrido es alrededor del circulo
unitario, ve que solo uno de las raices cae dentro del circulo unitario. (z = -0.51) pues la otra es

z = —2.

Res (f(z),—0.51) = lim (2 + 0.5) f(2)

z——0.5%

= lim (z+0.5%)

2——0.5i (22 + 44)(2z + 9)
= Ui 0.5¢
0 e 05
1

= lim ——
2——0.5i (22 + 4i)

z2——0.5i 37

Ahora simplemente tenemos que:

2m 1 1 d
[ et ememy
= 2mi (Res(f(z), —0.57))

()
-3

|~
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.6. VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY

11.6. Valor Principal de Cauchy

El Valor Principal de Cauchy de una intregral impropia es simplemente:

PV /_Zf(x)dm— lfm /RRf(:c)d:c

R—o0

= A veces existe el Valor Principal de Cauchy cuando la integral diverge

= Si la integral converge entonces el Valor Principal seréd igual a la soluciéon de la
integral original

» Si f(z) es una funcion par y el Valor Principal existe entonces la integral converge
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.7. UsAR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: [~ f(x)dx

11.7. Usar Teorema del Residuo para: ffooo f(x)dx

/f da;_j{f dz—/ f(x)dz + CRf 2)dz = ( 2mZRes

Decimos que C es un semicirculo que va desde —R a R sobre el plano real y el semi-
circulo complejo que encierra a todos los puntos singulares reales y a alguno del par de
una singularidad compleja (despies de todo recuerda que las raices complejas vienen
en pares, asi que el semicirculo solo tomaréa a una).

Despties al momento de aplicar el siguiente teorema haremos que el semicirculo tienda
a un semicirculo infinito centrado en el origen.

(2) es minimo dos grados

Ahora, podemos decir que f(z) =
mayor que el de p(z), entonces tenemos que: fCR f(2)dz — 0 cuando R — oc.

Si esto se cumpliera, entonces tendria que:
/ f(x)dx + f(z dz-/ f(z)dx = (2mi) ZRGS
Cr

Ve que la tltima linea es lo que queriamos ver
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.7. UsAR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: [~ f(z)dx

11.7.1. Ejemplo

1
@2+ 1)(z2 + 9)d‘r

Calcule [

Solucién:

Ve que si tomemos el semicirculo igual o mayor que el que encierra a [—3, 3] entonces encerrara a
todas las raices reales y al menos a una de cada par de raices complejas.

Ahora tomemos un semicirculo de [—o0, 00]

Y recuerda que si f(z) = 28 donde el grado de ¢(z) es minimo dos grados mayor que el de p(z),

entonces tenemos que: an f(z)dz — 0 cuando R — oc.

o0 1 1
/_w @ D@ 19" :fc @@ 19"
R 1 1
B /_R (22 + 1)(22 +9)dx+ /CR (22 +1)(22 +9)d’z

R 1
- /_R Er D@ 19
= (2mi)[Res(f(z),i) + Res(f(z),3i)]

1 -1
fr— 2 ) — p—
(2m) [16@' * 481']
Vs

12

Y maés aun la funcién es par, por lo tanto no solo calculamos el valor principal, sino la integral
completa.
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.8. UsAR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: [* Trig(az)dx

11.8. Usar Teorema del Residuo para: [~ Trig(ax)dx

Decimos [ Trig(ax)dz para referirnos a:
n [7 cos(ax)dr
» [ sin(az)dz

Estan son conocidas como Integrales de Fourier, porque las vemos de manera muy
comun en estas aplicaciones.

Ve esto:

/ ) / O; f (@) cos (iaw) de +i / Z f(x) sin (iaz) da

o0
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.8. UsAR TEOREMA DEL RESIDUO PARA: [0 Trig(ax)dx

11.8.1. Ejemplo

Calcule [ % sin (x) dx
x

Solucién:

Lo primero que hay que ver es que como es par entonces:

o0 1 o0
/0 ﬁsin(m)dwzi/mﬁsin@)dw

e*dx

. X .
Asi que primero calculemos ffooo 219 sin (z) dx o aun méas general ffooo 719
73 7

Recuerda que haremos que el semicirculo tienda a infinito :D

R
z . x i 2
ji22+9€zdz_/Rx2+gezxdx+/c 22+962dz
- R

R
= [R 2 +9€ dx
= (2mi)[Res(f(2)e**, 3i)]
o3
= (2ri)[ ]

= —i
=

Ahora:

oo o T T

o0
———edx = ——— cos (z) dx + z/ sin (z) de = —i
/_Oox2+9 Ceo 249 oo T2 49 e3

x
Ahora igualemos la parte imaginaria y vemos que [ fooo 719 sin (z) dx = =
x e

X
Ahora solo recuerda lo primero que dijimos y vemos que: fooo 219 sin (z) dox = 203
T e
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CAPITULO 11. RESIDUOS 11.9. RECORDATORIO DE LAS INTEGRALES DE CONTORNO

11.9. Recordatorio de las Integrales de Contorno

Ve que si hubiera Polos dentro del plano real (¢q,cq, ..., ¢,) (cosa que no consideré) en
las aplicaciones anteriores tenemos que tendremos que hacer una integral identada:

r—0

lim /CT f(2)dz = (i) ;Res(f(z),ci)

Es decir, si tienes Polos en la linea real, entonces al aplicar el Teorema del Residuo
tendras que:

(i) > iy Res(f(2), ¢i) + (2mi) 321, Res(f(2), z:)

Donde ¢4, co, ..., c, son polos reales y 2z, 29, ..., 2, son polos complejos
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.1. CosAS A RECORDAR

12.1. Cosas a Recordar

Periodicidad

Decimos que una funcion f(t) es periddica, con un periodo T si es que para todos los
elementos se cumple que:

fE+T) = f(t)

También es importante mencionar que por obvias razones se da que para una funciéon
periodica que: f(t+ kT) = f(t) VK €Z

Frecuencia

1
Decimos que la frecuencia F' de la funcion periodica f(t) es simplemente F' = -

Frecuencia Circular w

Este término es muy usado en la ingenierfa y esta definido como:

_27r

=21 F
w T T

También es muy comin usar que Tw = 27
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.2. TEOREMA DE FOURIER

12.2. Teorema de Fourier

Sea f(t) una funcion periddica que cumple ciertas caracteristicas, entonces la podemos
escribir como:

f(t) = Ap + Ay sin (wt + ¢y1) + Agsin (wt + ¢o) - - - + Ay sin (wt + ¢p)

Donde:

= A,y ¢, son constantes

2
] w:%:Zﬂ'F

Y si, ya se lo que estas pensando... jDonde demonios estan los cosenos?

Recuerda que:

A, sin (wt + ¢p,) = (A, cos (¢y,)) cos (nwt) + (A, cos (¢,,)) sin (nwt)
= (a,) cos (nwt) + (b,) sin (nwt)

y con esto podemos escribirla como creo que la conoces:
1 = >
f(t) = 500+ ; ay, cos (nwt) + Z by, sin (nwt)

n=1

Recuerda:

Decidimos poner que ag = %Ag por algo que veras a continuacion y que entonces
hara que todo tenga sentido.

Esta forma de expandir a f(t) es conocida como la expansion de Fourier

a, y b, son conocidos como los coeficientes de Fourier.

nwt

» Es comun también ver que " = cos (nwt) + i sin (nwt)
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.3. BASE DE LA SERIE DE FOURIER

12.3. Base de la Serie de Fourier

Representar una funcién como una serie es algo que hacemos de manera comun en
matemaéticas. Probablemente la mas comiin son usando Series de Potencias de z como:

f(z) = Z anx"
n=0

Por ejemplo podemos ver a la funcién exponencial como:
2 3

e _ L
e _Zom_l+x+2!+3!+...

Y si te das cuenta damos por sentado que estamos usando una base para dicha expan-

sion, la base es en este caso las potencias de x: 2°, 2%, 22, 23, . ...
Base de un Espacio Vectorial
Dado un espacio vectorial, decimos que S, un conjunto de vectores S = vy, vs,... son

base del espacio vectorial si es que podemos mediante combinaciones lineales de ellos
alcanzar cualquier vector del espacio y todos son linealmente independientes entre si

Ortogonalidad

Un conjunto de vectores S = vy, v, ... son Ortogonales si y solo si Vi v;-v; = 0sii # j
Ortonormal

Un conjunto de vectores S = vy, vs,... son Ortonormales si y solo si:

u VZUIU]:OSIZ#']

s Vi |’UZ| =1
Podemos también usar que:

< Al == / " A
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.3. BASE DE LA SERIE DE FOURIER

Lo siguiente demuestra que { 1, cos (wt) , cos (2wt), ..., cos (nwt) , sin (wt) , sin (2wt) , .. ., sin (nwt) }
Es una base ortogonal:

d+T
0 0
. / cos (nwt) dt = w7
d T n=>0

Demostracion:

Si n = 0 entonces:

d+T d+T d+T dAT
/ cos(nwt)dt:/ cos(())dt:/ ldt:t’d dt=(d+T)—d=T
d d d

Sino:

a+T 1 /|T+d
/ cos (nwt) dt = — (’d sin (nwt) dt)
d

nw

= i (sin (nw(T + d)) — sin (nwd))

= i (sin (2n7 4+ nwd)) — sin (nwd))

= i (sin (nwd)) — sin (nwd))

1
=—0
nw

=0

d+T
. / sin (nwt) dt = 0
d

Demostracion:

Si n = 0 entonces:

d+T d+T a+T
/ sin (nwt) dt = / sin (0) dt = / 0dt =0
d d d

Sino:

d+T —1 T+d
/ sin (nwt) dt = — <’ cos (nwt) dt)
d nw d

- — (cos (nw(T + d)) — cos (nwd))

= ;—1 (cos (2nm + nwd)) — cos (nwd))

= — (cos (nwd)) — cos (nwd))
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER

12.3. BASE DE LA SERIE DE FOURIER

m#n

d+T
. / sin (mwt) sin (nwt) dt =
d m=nyn%#0

T

Demostracion:
Recuerda que 2sin(z)sin(y) = —cos(z +y) + cos(x — y).

Si m # n entonces:

d+T 1 (a7
/ sin (mwt) sin (nwt) dt = 5 / — cos (mwt + nwt) 4 cos (mwt — nwt)
d d

1 d+T
== / — cos (zwt) + cos (ywt)
d

2
d+T d+T
1 1
=—= cos (zwt) + = cos (ywt)
2 Ja 2 Ja
=0+0
=0

Sino:

d+T d+T
/ sin (mwt) sin (nwt) dt = / — cos (mwt + nwt) + cos (mwt — nwt)
d d

=
2
1 d+T
== / —cos ((n +m)wt) + cos (0)
d

d+T 1 [T
/ cos (zwt) + = / cos (0)
d 2 Ja

Llamemos t =m+nyy=m—n

Ya lo sabemos por las integrales anteriores

Recuerda que m = n

Sea que x = n + m

Ya lo sabemos por las anteriores
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.3. BASE DE LA SERIE DE FOURIER

m#n

d+T 0
. / cos (mwt) cos (nwt) dt = § T
p > m=nyn%#0

Demostracion:
Recuerda que 2cos(x)cos(y) = cos(x + y) + cos(x — y).

Si m # n entonces:

d+T 1 [a+T
/ cos (mwt) cos (nwt) dt = 5 / cos (mwt + nwt) + cos (mwt — nwt)
d d
1 d+T
== / cos (zwt) + cos (ywt)
2 Ja
1
= (040
L0+0
=0
Sino:
d+T 1 [a+T
/ cos (mwt) cos (nwt) dt = 5 / cos (mwt + nwt) + cos (mwt — nwt)
d d
1 d+T
=3 / cos ((n + m)wt) + cos (0)
d
1 pd+T d+T
= i/d cos (zwt) + é/d cos (0)
1 [T T
= i/d cos (zwt) + 5
T
=0+
_ T
S 2

Llamemos x =m+nyy=m—n

Ya lo sabemos por las integrales anteriores

Recuerda que m = n

Sea que x = n + m

Ya lo sabemos por las anteriores
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER

12.3. BASE DE LA SERIE DE FOURIER

d+T
. / cos (mwt) sin (nwt) dt =0
d

Demostracion: Recuerda que 2sin(z)cos(y) = sin(x + y) + sin(x — y).

Si m # n entonces:

d+T
/ cos (mwt) sin (nwt) dt
d

Sino:

d+T
/ cos (mwt) sin (nwt) dt
d

S O NI = NE N

1
2

1

2

1
5(0+0)

0

d+T
/ sin (mwt + nwt) + sin (mwt — nwt)
d

d+T
/ sin (zwt) + sin (ywt)
d

_|_

—

IsH
F
=]

Qu
T
=3

QU
T
S

o&

¥
=

sin (mwt + nwt) + sin (mwt — nwt)
sin ((n + m)wt) + sin (0)
sin (zwt) + 0

sin (zwt) + 0

Llamemos zc =m+nyy=m—n

Ya lo sabemos por las integrales anteriores

Recuerda que m = n

Sea que x = n + m

Ya lo sabemos por las anteriores
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.4. COEFICIENTES DE FOURIER

12.4. Coeficientes de Fourier

12.4.1. Encontrar a alguna en general

Suponte que tienes un conjunto de funciones generadoras con la que quieres representar
a una funcion f(t), tal como:

£ =3 Cugal®)

Entonces podemos decir que:

| faa
[ Gwyrar

t;

Cn =
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.4. COEFICIENTES DE FOURIER

12.4.2. Encontrar a qg

T+d

Demostracion:

Para encontrar a ag integraremos la Serie de Fourier:

1 .
fit) = 300 + >0 | an cos (nwt) + 307 | ay sin (nwt)
con respecto a t a lo largo de un periodo:

T+d T+d | 0 T4d 00 +T4d
/d f)dt = /d iaodt + nZ::l /d ayp, cos (nwt) dt + nz::l /d ay, sin (nwt) dt

1 T+d oo [ee)
:5%/ dt+> 0 +>°0
d n=1

Esto lo pudimos simplificar por las propiedades que habiamos demostrado la pagina pasada.

2
Por lo tanto ag = T e f()dt
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.4. COEFICIENTES DE FOURIER

12.4.3. Encontrar a a,

d+T
an:?/ f(t) cos(nwt)dt VneNU{0}
d

Demostracion:

Para encontrar a a,, primero multiplicaremos la Serie de Fourier:

1 .
fit) = 300 + >0 | an cos (nwt) + 307 | ay sin (nwt)
Y multiplicar todo por cos (mwt) y luego integraremos a lo largo de un periodo.

T+d
/d f(t) cos (muwt) dt

T+d T+d T+d
= / cos (mwt) dt + Z/ ay, cos (nwt) cos (mwt) dt + Z/ ay, sin (nwt) cos (mwt) dt

n=1 n=1

Y
= %(0) + ;::1 /d ap, cos (nwt) cos (mwt) dt + ;::1 0
00 T4d
=0 + Z / ap, cos (nwt) cos (mwt) dt + 0
n=1"4d

Ahora, entendamos la tltima linea, enfoquemonos en deer ay, cos (nwt) cos (mwt) dt. Sabemos que

fj+T cos (mwt) cos (nwt) dt es cero si es que n # m, por lo tanto esta suma infinita ira su-
mando puros ceros ... excepto cuando m = n, por lo tanto podemos simplificar y decir que:

> dT+d an cos (nwt) cos (mwt) dt = (am)%

SlL

Ya que cuando m = n entonces [ dd+T cos (mwt) cos (nwt) dt =

Por lo tanto podemos decir que: an, = 2 [¢17 f(t) cos(mwt)dt. Y ya solo basta con cambiar m

T Jd
por n.

También es importante decir que gracias a esta formula podemos encontrar a ag, pues:

/T+d
T+d
—/ ) cos (0) dt
T+d
= ?/d f(t) cos (mwt) dt

. : ao
Por eso elegimos a la constante de Fourier es como >
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.4. COEFICIENTES DE FOURIER

12.4.4. Encontrar a b,

2 d+T
b, = ?/ f(t) sin(nwt)dt VYn eN
d

Demostracion:

Para encontrar a b, primero multiplicaremos la Serie de Fourier:
1 .
fit) = 300 + >0 | an cos (nwt) + 307 | ay sin (nwt)
Y multiplicar todo por sin (mwt) y luego integraremos a lo largo de un periodo.

T+d
/ f(t) sin (mwt) dt
d
a T+d 0 T+d oo T4d
30 / sin (mwt) dt + Z / ay, cos (nwt) sin (mwt) dt + Z / ay, sin (nwt) sin (mwt) dt
d n=1"4d n=1"4d

Y
=-(0) +)> 0 + Z/ ap sin (nwt) sin (mwt) dt
d

n=1

i

I
N
2

A/~
no| N
~

Ahora, entendamos la ultima linea, enfoquemonos en de+d ap, sin (nwt) sin (mwt) dt. Sabemos que

fj+T sin (mwt) sin (nwt) dt es cero si es que n # m, por lo tanto esta suma infinita ira su-
mando puros ceros ... excepto cuando m = n, por lo tanto podemos simplificar y decir que:
S f+d an sin (nwt) sin (mwt) dt = (am) <

Sl

Ya que cuando m = n entonces fdd+T sin (mwt) sin (nwt) dt =

Por lo tanto podemos decir que: a,, = % dd+T f(t) sin(mwt)dt. Y ya solo basta con cambiar m

por n.
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.5. TIPS PARA ENCONTRAR LOS COEFICIENTES

12.5. Tips para Encontrar los Coeficientes

Encontrar una formula para los coeficientes de Fourier Fourier

12.5.1. Encontrar a a

a
Podemos decir informalmente que 50 representa el valor promedio de f(¢) a lo largo

de un periodo de nuestra funcién, veamos unos ejemplos:

at

Figura 12.1: Ve que es obvio que ¢ =0

1

S
7

T €

Figura 12.2: Casi obvio que ¢ = é
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CAPITULO 12. SERIE DE FOURIER 12.5. TIPS PARA ENCONTRAR LOS COEFICIENTES

12.5.2. Encontrar a a,

Sea f(t) una funcion periodica y completamente IMPAR es decir f(—t) = —f(t) en-
tonces como es una funcion impar (tal y como el seno) espero que sea demasiado obvio
que la expansion como serie de Fourier no tendra SOLO elementos que involucren al

: Qo
seno (y quiza a 5) entonces en resumen:

“Si tu funcién es impar entonces a, =0 Vn € N”

12.5.3. Encontrar a b,

Sea f(t) una funcién periodica y completamente PAR es decir f(—t) = f(¢) entonces
como es una funcion par (tal y como el coseno) espero que sea demasiado obvio que la
expansion como serie de Fourier no tendra SOLO elementos que involucren al coseno

. Qo
(y quiza a 3) entonces en resumen:

“Si tu funcion es par entonces b, =0 Vn € N”

12.5.4. Tips generales

» Recuerda que el producto de funciones de paridad igual es par.
= Recuerda que el producto de funciones de paridad diferente es impar.

= Tambien recuerda que podemos mover en el eje vertical u horizontal la serie para
forzar una casi paridad.
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12.6. Serie Compleja de Fourier

Creo que es mas que obvio que e, ™ son cero si y solo si n = m, por lo tanto podemos
ver que son base, por lo tanto creo que es méas que obvio que podemos expresar a la
Serie de Fourier como:

o

f(t) _ Z Cneinwt

n=—oo
o

tnwt ~ _—inwt
= E Cpe + Ce
n=1

Calcular los coeficientes de dicha serie son casi una copia identica a los de la serie
original y llegamos a:

. C()I
Co— 2 / F o ae
0= 7 s
= O
=2 /g f(t) e ™t dt
n — T %T €
s O
a, — iby,
Ch 5
" q,
2Real (C,,)
= b,
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12.7. Aplicaciones - Problemas de Frontera

12.7.1. Ecuacion de Onda en una Dimension

Consideremos una cuerda de longitud 1, sujeta en sus extremos.

Sea u(z, t) una funcion que te cuenta el desplazamiento que sufre la cuerda en un tiempo

t. Supongamos la posicion inicial esta dada por f(x) y donde ¢* es una constante es %

donde p es la razén de la masa de la cuerda entre unidad de longitud y 7" es la tension
de la cuerda.

Entonces:

0? u(x,t) 1 0*u(xz,t)

ox? c? ot?

Veamos ahora algunas consideraciones (de frontera):

» Vtu(0,t) = u(l,t) = 0. Porque la cuerda no se puede desplazar en los extremos

» YVt u(z,0) = f(x). Porque literalmente asi lo definimos tontito

0 u(z,t)

ot =0
Solucién:

Ok, ok, esto va a ser largo, pero agarrate, veras que es divertido. (Creo).

Supongamos que la solucion de u(z,t) es de la forma u(z,t) = X (¢)T(¢).

Es decir, la funcién que estamos buscando puede verse como el producto de dos funciones que solo
dependen de una variable.

Si esto fuera cierto, entonces tendremos que:

= X"(2)T(¢) y 827;"’5) = X(2)T"(t)

0% u(x,t)
Ox?

Por lo tanto nuestra ecuacion de la onda se ve como:

X"(@)T(2) = 5 X(@)T" (1)

Ahora si separamos tenemos que:

X// (.’L‘) B T// (t)

X(@t) T
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Ahora viene lo interesante, ve que la parte a la izquierda del igual es independiente de ¢ mientras
que la parte derecha de es independiente de z, ahora... { Como es posible que estas dos funciones
sean iguales sin importar cual es el valor de x o de t7

X'(z) O T()
X(0) 2T ()

Muy sencillo, si es que tanto es una constante.

Por lo tanto veamos que:

X'(@) _ T,
X(t)  2T()

Donde —k? es un constante, conocida como la constante de separacion.

Por lo tanto llegamos a dos ecuaciones diferenciales lineales:

X"(x) + E*X(z) =0
T" () + k*T(t) = 0

Ahora, estas son ecuaciones que podemos solucionar, de hecho su soluciéon es un famosa:

X (x) = Acos (kx) + Bsin (kx)
T(t) = C cos (ket) + D sin (kct)

Ahora usemos las condiciones de frontera:

= Sabemos que u(0,t) = X (0)T'(t) = 0 por lo tanto como ¢ # 0 entonces X (0) =0
= Sabemos que u(l,t) = X(1)T(I) = 0 por lo tanto como [ # 0 entonces X (1) =0
De esto se muestra que:

X(0) = Acos (0) + Bsin (0)= A =0

Por otro lado con la segunda condiciéon tenemos que

X(t) = Bsin (kl)=0

Ahora, B no puede ser cero, despues de todo si asi fuera todo u(z,t) seria siempre 0, asi que solo

nos queda pensar en que sin (kl) = 0, por lo tanto tenemos que: kl = nm, es decir k = *F donde n

podria ser cualquier natural.

Por lo tanto la soluciéon general es la suma de todas las posibles soluciones, es decir:

)= Yo )= Ssin (477) (Eucos () + s (777
n=1 n=1
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Entonces sabemos que esta nueva forma de ver a u(x,t) podemos ver las otras condiciones de otra
manera pues:

w u(z,0) = i E, sin (@) = f(=z)

Por lo tanto F,, son simplemente los coeficientes de la expansion de la serie de Fourier, por
lo tanto ya tenemos una forma de encontrar a los E,, como:

E, = ?/Olf(x)sin (@) dx

20 =3 s () =40

Por lo tanto F;, son simplemente los coeficientes de la expansion de la serie de Fourier, por
lo tanto ya tenemos una forma de encontrar a los F,, como:

18 = 2 lg(x) sin (?) dx

enm Jo

Y por lo tanto, hemos encontrado una forma de encontrar a u(x,t)
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CAPITULO 13. TRANSFORMADA DE FOURIER 13.1. FUNCIONES ESPECIALES

13.1. Funciones Especiales

Tenemos dos funciones especiales que nos serviran mucho pronto

13.1.1. Funcion Heaviside - Escalon Unitario

1 t>a
H(t_a):{o t<a

» Para filtrar f(¢) en el rango [a, b] tenemos que hacer que:

FOH(t = a) = H(t = b)]

» Para filtrar [0, o

FOH (= a)H (1))

13.1.2. Funcién Delta de Dirac

Sea ¢(x) una funcion de prueba, donde lim, o ¢(z) = lim, oo ¢(—2) =0

. /Oo ¢(x)d(z — x0) dv = P(20)

/ " $w)ole) di = / " $(@)8(«) dz = #(0)
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13.2. Definiciéon

Sea f(t) una funcion periodica tal que [~ |f(t)|dt < oo entonces podemos definir a la
transformada de Fourier como:

FUWy = [ 10

Es decir:

= f(t) es una funcion que definimos en el tiempo
» Z{f(t)} 6 F(w) es una funcién en el espacio de la frecuencia

» Diremos que para una funcioén genérica su transformada esta denotada por F(w)

13.2.1. Propiedades

= Recuerda la funcion a la cual le quieras aplicar una Transformada de Fourier tu
funcién tiene que converger, es decir [*|f(t)|dt < oo

= La Transformada es una “funcion lineal”, es decir:

F{alf O] +0lg@)]} = aF {f()} + 07 {9(t)}

» La Transformada es un isomorfismo, es decir, es lo que llamariamos una “funcién
biyectiva” por lo tanto podemos hablar de la Transformada inversa.
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13.3. Transformada y la Integral Compleja de Fourier

En este texto no hablamos mucho de la integral compleja de Fourier, pero existe una
relacion bastante interesante entre los mismo, podemos decir que:

Sea f(t) una funcién que tenga una Transformada de Fourier, denotada por F(w)
entonces podemos decir que la integral compleja de Fourier como:

f(t) ! /OO F(w)e®™ dt

:% N

Si te das cuenta esta forma de escribir a f(¢) es una forma de definir a la transformada
inversa.
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13.4. Transformadas por Definicién

13.4.1. Z {e !}

A ver, a ver, antes de que te me enojes, e~ no converge, solo converge la parte positiva,

por lo tanto, més bien sacaremos la Transformada de e~ ** cuando ¢ > 0.
€S .
F {eu(t)} = / u(t)e " e "™ dt
—00
o

:/ efat e*l’wt dt

0

:/ 6—(iw+a)t dt
0

1 . o0
_ ( : ) 6—(zw+a)t
W+ « 0
1

1w+ «

13.4.2. % {k} - Funcion gate

A ver, a ver, antes de que te me enojes, f(t) = k no converge, solo converge si es que
tomamos a f(t) = k en un rango, un rango de longitud d, osea desde _Td hasta % y
f(t) = 0 en todos los otros lados.

F{klut+9) —ut =9} = [ Hult+5) —ult—5)]e™" dt
= / u(t+9) —u(t—9) e ™" dt
= k’/ et qt

5
— ie—iwt %
1w -4

d
= kd Sampling (%)
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13.4.3. 7 {5(1)}

Recuerda lo que vimos hace unas paginas, porque vamos a usar que | fooo a(t)f(t) = f(0)

—tw

F{5(t)} = /Oo S(t) e ™t dt
— —iw(0)

=1
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13.5. Teoremas de la Derivadas

13.5.1. Derivada con Respecto a la Frecuencia

Esta es de las importantes

dn F(’U)) o dn > —iwt
T = Jagr /_Oo ft)e™" dt

0o an e—iwt

— /_ h f(t) (—it) e ™dt
= Z {ft)t"i "}

Por lo tanto tienes que:

7 (g = LW

13.5.2. Derivada con Respecto al Tiempo

De una manera similar podemos decir que:

5 {21

dz?

b= o rw

O dicho incluso mas sencillo:

Flw) =2 {10} = o ? { S0

(1w dx"
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13.6. Desplazamientos

13.6.1. Desplazamiento en Tiempo

Se conoce también como la propiedad de Corrimiento de Tiempo y nos permite calcular
la Transformada de Fourier de una funcion f(t) que esta desplazada sobre t.

FA{f(t—to)} = e ™ F(w)

Demostracion:

Basta con ver que pasa al momento de calcular la transformada de f(t — o)
F {0 f(t)} = / f(t —to) e”™at

/ f t _ t —iwt +zwto 71wt0dt

_ e—iwto / f(t o tO) e—iw(t—to)dt

— —m)to/ f —1w(u)d

= e W Py
13.6.2. Z {6(t—1t9)}
F ot —to)} = e
13.6.3. F {L.5(t —ty)}

dn A n _—itow
F {%5(15 —to)} = (1w)"e
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13.6.4. Ejemplos de Desplamiento de Tiempo
Ejemplo 1

5 € [4,10]
0 ¢ [4,10]

Calcular & {f(t)}

Sea f(t) =

Solucién:

Empecemos por la idea de que es una funciéon que esta corrida en el tiempo, por lo tanto pensemos
en la misma funcion, pero centrada en el origen.

10

De esto sabemos que .Z {5[u(t + 3) — u(t — 3]} = — sin (3w), por lo tanto simplemente tenemos
w

que correrla en el tiempo, por lo tanto:

1 Tiw

F {5[u(t —4) —u(t —10]} = sin (3w)

Ejemplo 2

Sea f(t) = 5[u(t — 3) — u(t — 11)]
Calcular .7 {f(t)}

Solucién:
Primero empecemos por pensar que esta corrida 7 unidades, la original seria g(t) = f(t +7) =

1
5[u(t +4) — u(t — 4)], por lo tanto G(w) es simplemente 10 sin (4w), por lo tanto:
w

Fw)=F{gt)} = F{f(t+7)}
= e*m(q)E sin (dw)

w1
= 10 sin (4w)
w
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Ejemplo 3

Sea f(t) = u(t — 2)e™3
Calcular 7 {f(t)}

Solucion:

Veamos

F{ft+7)} =% {u(t —2) (e_g(t_2)) 6_6} Recuerda que e~ % es un nimero

—e b7 {u(t = 2)6_3(t_2)} Por lo tanto podemos sacarlo
—e b 2ivg {u(t)e_?’t} Esta corrido en el tiempo
; 1
= ¢ 6 6_2“”7, Magia ... casi
3+ 1w
67(2iw+6)

31w Magia
Ejemplo 4

Sea f(t) = 5e 3(t=5)°
Calcular .7 {f(t)}

Solucién:

Recuerda que es lineal

3 2
= 5e W Z {67375 } Estaba corrida en el tiempo
— 55w To_w? A )
= Je ge Ahora si aplicamos una directa
oT

) 2
_ 76_(5“”—"_%)

Magia
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13.6.5. Desplazamiento en Frecuencia

Se conoce también como la propiedad de Corrimiento de Frecuencia y nos permite
encontrar la Transformada de Fourier de una funcion sabiendo F'(w)

F {e™" f(t)} = F(w — wo)

Demostracion:

Basta con ver que pasa al momento de calcular la transformada de ot f(t)

g\ {eiwotf(t)} — /OC eiwotf(t) efiwtdt

— 00

/ e Hw=wo)t £(4)dt

f(t)e—i(w—wo)tdt

F_(w — wp)
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13.7. Gran Teorema de la Simetria

Esta es la propiedad mas importante que veras en todos estos archivos de Fourier, es
facil de escribir pero algo més complicado de explicar.

Sea .7 {f(t)} = F(w), entonces:

FAF(t)} =2 f(-w)

Es decir, la transformada de F(t), es decir de una funciéon que se parece mucho a
la transformada de f(t) osea F'(w) pero no en el dominio de la frecuencia sino en el
dominio del tiempo es igual a 27 por f(—w) donde f(w) es algo parecido a f(t) pero
en el dominio de la frecuencia.

13.7.1. Consecuencia: .7 {1}

Usando que .# {0(t)} = 1 podemos decir que:
F {1} =276 (—w)
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13.8. Teorema del Escalamiento

Si para una funcion f(t) existe su Transformada de Fourier, entonces podemos decir
que:

7y = F (Y

lal ~ \a

Demostracion:

Basta con ver que pasa al momento de calcular la transformada de f(at), eso si antes sea r = at y
dt =&
a

F {0t (1)) = /_ Flat) e="tdt
— [ sy

a

— 00

:@ﬁ(%)

1 > S W
= m/ flr)ye *a"dr
1

13.8.1. Consecuencia: Inverte el Tiempo .7 {f(—t)}

Esto es una consecuencia directa del teorema anterior, pero es tan interesante que le
daré su propio espacio:

FAf(=)} = F(-w)

Demostracion:

Usando el Teorema del Escalamiento podemos pensar en a = —1, entonces basta con ver que:

FA{f(-D)t)y = Z{f(-t)}
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13.8.2. Consecuencia: Una Clasica . {e‘“‘”}
Esto es una consecuencia directa del teorema anterior, pero es tan interesante que le
daré su propio espacio:

Ca 2a
A

Demostracion:
El truco esta en ver las diferentes formas en que podemos ver a e~
F {eia‘tl} = {u t)eiat + 7.L at} Dos funciones, una para los negativos otra positivos
=7Z{f@t)+ f(-t)} Paso Clave, sea f(t) = u(t)e™ '
=7{fO)+ F{f(-t)} Separamos
= F(w) + F( w) Aplicamos inverso del tiempo
1 1

= + Son transformadas directas si sabes f(¢)

(a + 1w) + (a — iw)
= Sumamos las 2 fracciones

(a+iw)(a —iw)

2a
= Diferencia de Cuadrados
a? — (iw)?
2a
= PCRIG) Magia
a® +w
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13.9. Teoremas de la Modulacion

13.9.1. .7 {f(t) cos(wot)}

Seguro que esta tiene nombre pero ni idea :/

FA{f(t) cos(wet)} = /OO f(t) cos (wot) e ™ dt

- [ s (#) it gy
Ry PNERCY

= 2[F(w wo) + F(w + wp)]

13.9.2.  ZF {cos (wot)}

Usando lo anterior:

o

F {cos (wot)} = / 1 cos (wot) e ™" dt

—00

= 2 [2m6(w — wo) + 2m5(w + wo)]

= m(w — wy) + w0 (w + wo)
— 71‘(5(’[1) — wo) + 5(11) + wO))
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13.9.3. ZF{f(t) sin(wot)}

Seguro que esta tiene nombre pero ni idea :/

F{f(t) sin (wot)} = /_ h f(t) cos (wot) e ™ dt

_ /Oo £(1) (W) =it gt
1
T2

1
= o7 [F(w — wo) = F(w + wo)]
= 2i [F(w + wg) — F(w — wp)]

13.9.4. .7 {sin (wot)}

Usando lo anterior:

F {cos (wpt)} = / Lsin (wot) e~ dt
= 21 270 (w — wo) — 278 (w + wy)]
i
= —imd(w — wp) + im(w + wo)

= imd(w + wp) — imd(w — wy)

/ ft)e " wmwolgy — oF / f(t)e o)y
—00 tJ -
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13.9.5. Ejemplos
Ejemplo 1

Sea f(t) = 5Sin ®)

Calcular 7 {f(t)}

Solucion:

1
Veamos, pero antes de empezar con las cuentas tienes que ver que g(t) = i[u(t —1)—ult+1)]y

1
por lo tanto G(w) = - sin (w)

<1 t
F {f(t)} =7 {5bmt( ) } Empecemos
in (¢
=5Z {Slnt( ) } La Transformada es lineal ;)
1
= 107 g[u(t = 1) = u(t + 1)] ’ Mira lo que esta hasta arriba, simetria

Ejemplo 2

Sea f(t) = 4u(t — 2)e™3' cos (t — 2)
Calcular 7 {f(t)}
Solucién:

F(w) =7 {4u(t — 2)e ® cos (t —2)}

=47 {u(t = 2)8_3(t_2)€_6 cos (t — 2)} Recuerda que es lineal

=4e 57 {u(t = 2)6_3(t_2) cos (t = 2)} Recuerda que es lineal

=4e b7 2w {u(t)e_3t cos (t)} Estaba corrida en el tiempo
- 1 1 1

= 48—(2“4;—0—6) <2> <3 n Z(w — 1) + 3T 1(w n 1)) Ahora si aplicamos una directa
) 1 1

-9 —(2iw+6) Magi

‘ 3+iw—1)  3+iw+D) ae
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13.10. Transformada Inversa

Ya que tenemos una linda forma de encontrar la transformada de Fourier también
podemos hacer algo parecido con la transformada inversa y definirla como:

() = = /OO Fw)etduw

:§ N
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13.10.1. Ejemplos de la Inversa

Ejemplo 1
Ap2w—6)i
Calcula .Z ! e—.
5— (3 —w)i
Solucion:

Esto va a esta bien intenso, pero bien genial, veamos:

4e(2w—6)i 4e2(w=3)i
F-1 {56(310)2} = g1 {5+€(w3)l} Arreglamos los términos
23t { 4621” } :
= F Estaba movida

} La Transformada (y si inversa el lineal)

S
e

También estaba corrida
t t+2

5+ wi
= 4¢3 ( ( _5t) ‘ Nos sabemos la Transformada de esa
t=t+42
= 4€i3t u(t + 2)6_5(t+2) Magia :D

Ejemplo 2

1 144
Encuentra & {m}

Soluciéon Forma Inteligente:

f@y =" {M&M} Piensa

a—1 =1l 2 .
= 7 - + - Ahi esta el truco
(24 iw)  (3+iw)

=]l 2
= ﬁ_l {mzu))} + g-—l {(34»7,11))} Ahora la puedo separar

—u(t)e_2t + 2u(t)e 3! Ahora la puedo separar

= u(t) [26_3t — C_Qt] Ahora reparo y pongo bonito
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13.11. Convolucién

Si tenemos dos funciones f(t), g(t) tienen su transformada de Fourier entonces podemos
hablar de la Convolucion.

09 = [ " G- 2) gle)de

Ademas tenemos una propiedad muy importante:

FA{L#) * g(t)} = F(w) G(w)

Nota que la definicion de Convolucién no depende de nada de Fourier, por lo tanto
esta definicion aplica para todas las transformadas.

13.11.1. Propiedades

» La Convoluciéon es conmutativa, es decir fxg=g* f

» La Convolucion es lineal, es decir (af 4+ bg) * h = a(f = h) +b(g * h)
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13.11.2. Ejemplos usando Convolucién para la Inversa
Ejemplo 1
Encuentra .# ! {m}

Solucién Forma 1:

R |
dw A+w)? T (1+iw)?

d
Ve que —

7 (1_&“})2 = (1;;)2 y si multiplicas todo por 7 tienes que @
w

Por lo tanto creo que es muy obvio usando el Teorema de la Derivacién que:
=il 1 _ —t
F {W} = tu(t) et

Y bingo, hemos acabado.

Soluciéon Forma 2:

Pero usando Convolucion:

yl{(l_,'_l“ﬂ)g}jl{(l-:iw) (1+1iw>}

=u(t)e t xu(t)e™?

= / u(t — x)e” ) xu(z)e *da

— 00

t
= e_t/ dx
0

= e 't u(t)

Ejemplo 2

—1 1
Encuentra aoz { m }

Solucion:

f(t)=9‘1{(1+m1(2+m}

1 1
_ y—l {1 — } * y_l {2 nr } Usa la Convolucién :D
2 Al

=u(t)e ! * u(t)e_% Estas inversas si que nos la sabemos
oo
= / u(t — ‘T)e_(t_m) u(x)e_% dx Ahora a integrar
oo
= e_f’/ [u(t — x)u(z)]e™ dx Seguimos
—00
t
= e_t/ e " dx Seguimos
0

Magia
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Ejemplo 3

o—1 sin(w)
Encuentra .7 {w(2+,~w)}

Solucion:

Ok, esta si que esta algo rara, pero no te preocupes, si puedes :D

_ sin (w)
ty=F ' ———
1®) {w(2 + iw) }
23 1
= ! {2 sin (w(l))} *x F1 { - } Usa la Convolucién :D
w 24w
1
= <2> [u(t+1) —u(t—1)] = u(t)e_Qt Estas inversas si que nos la sabemos
1 -~ —2(t—z) .
= 3 u(t —z)[u(t+1) —u(t—1)]e dx  Ahora a integrar
1 —2t > 2z 3
= 56 u(t — x)[u(t+ 1) —u(t — 1)]e** dx Seguimos
1 1
S / e dx Seguimos
2 )
1 1
= 56_2t§[62 6_2] Ya casi lo logro
e—2t
= sinh(2)[u(t+ 1) — u(t — 1)] Magia
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Ejemplo 4

1 (2w—6)i
Encuentra . {M}

Soluciéon Forma Convolucién:

&)= {5 E(Z_—(S)w)z}

p2(w—3)i
=z ! -_— Ordenamos
54 (w—3)i
) eZun
= 63” F =1 - Vamos a hacer desplazamiento de frecuencia
5+ wi

) . 1
=3t 1 {€2w1’} * F1 - Separemos por Convolucién
5+ wi
= 3t 5(t -+ 2) * u(t)ei‘r)t Estas si nos la sabemos
oo
= 3t / 5($ + 2)u(t = x)eiB(t*x) Definicion de Convolucion

— 00

— 3t [u(t 2)675(t+2)] Magia y la Delta de Dirac

Soluciéon Forma Inteligente:

1) gj{ }

3—w)i
2(w 3)¢
— { 3 + - 3 } Ordenamos
’LUZ
— 3“ F— { } Vamos a hacer desplazamiento de frecuencia
5+ wi

Vamos a hacer desplazamiento de tiempo (pero al revés)

_ e3it yfl { 1 }
54 wi
3it —5¢t
= t
e (u( )e ) i

eBit [U(t + 2)675(t+2)]

t=t+2

Y ya solo evaluamos
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13.12. Sol. Ecuaciones Diferenciales

13.12.1. Ejemplo 1
Solucionar la ecuacion diferencial parcial:

482 u(z,t) 0% u(x,t)
0x? ot?

Donde tenemos las siguientes condiciones:

» z € (—00,00)
» t€[0,00)
= u(x,0) =0

0 u(x,0)
ot

Solucion:

— G4gpe—4’

" f(x)

Por un lado recordemos que .%# { } = (tw)" F(w), entonces:

Esta es la original

0x? ot?
4.7 {W} = {M(m,t)} Vamos a hacer la transformada con respecto a X
Ox? ot?
4(iw)2 U(w7 t) = Uy (w, t) Asi se ven transformadas
—4w? U(w,t) = Uy (w,t) Simple algebra
—Up(w,t) — 4w? U(w,t) =0 Despejamos y todo por (-1)
Ust(w, t) + 4w? U(w,t) = 0 Ahora algebra
Up(w, t) + (2w)2 U(w,t) =0 Ahora es una ecuacién conocida

Por lo tanto podemos resolver la ecuacion diferencial como: U(w, t) = A(w) cos (2wt)+B(w) sin (2wt)
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Ahora veamos las condiciones iniciales:

O u(x,0 2
% = 64xe dw Esta es la original
O u(x,0 2
F {ét,) =7 {64x674z } Aplicamos Fourier
2
U, (w, 0) =7 {641’67430 } Recuerda con respecto a que estamos aplicandola
2
=64 F {.T 674:6 } Sacamos las constantes
dF {6_43’2}
=644 — 2 Aplicamos Teorema de Derivaciéon

dw
w2
— 64 ﬂ@
dw

Esta es una transformada directa

2

[mde 1s
= 6414/ — La derivada es lineal
4  dw
. 2w _w?
= 32/ 16 e 16 Ya derivamos
11)2
= —4i\/T we” 16 Simplificamos

Otra condicién inicial es tan sencilla como:

u(z,0) =0
F {u(x,0)} = F {0}
U(w,0) =0

Ahora si, vayamos a encontar las constantes de la solucion de la ecuacion diferencial:

U(w,t) = A(w) cos (2wt) + B(w) sin (2wt) Esta es la solucion general
U(w, 0) = A(w) coSs (0) + B(w) sin (0) =0 Aplicando una condicién inicial
= A(w) =0 Encontramos una constante

Ahora finalmente podemos ver que: U(w,t) = B(w) sin (2wt)

0
Ut(w, t) = EB(UJ) sin (th) Derivamos lo que ya tenemos
= 2wB(w) cos (2wt) Aplicamos

Uy (w, 0) = 2wB(w) coS (0) = 2wB(w) Aplicamos condicion inicial

7[12 .
Pero ademas ya sabemos que U;(w,0) = —4iy/m we™ 16 por lo tanto podemos decir que 2wB(w) =
2

w . 'UJ2
—4i\/m we™ 16 , por lo tanto finalmente tenemos que B(w) = —2i\/m e~ 16

Por lo tanto hemos encontrado a la ultima constante que nos faltaba, por lo tanto podemos decir
que:

U(w,t) = —2iv/m e~ 16 sin (2wt)
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Ahora ya podemos encontrar la funciéon que queremos:

2

FHU(w,t)} = F 1 {—2@\/% e~ 16 sin (2wt)}

2 eint _ e—iw2t
1 —_
{ovre# ()
— g1 {_ % (€2t — e—int)}

I
)
i

S
N
@]
cnlE

VT
w2 w2 g
7\/%67ﬁ6“u2t} 7{9‘71 {7\/%67ﬁ671w2t}
7112 ;. ’U72 s
ﬁe—Tﬁe—zw%} —Z 1 {fe_TG€+lw2t}

e—lfjeerQt}

T

4
[T _w? }

— e 16

4 r=x+2

1 e_%e_iwzt} — 27"

i |
=271 {\/? e—’fff} — 2.7 1
4 r=xr—2

_9p—4(@)?

{
|

T=x—2t

_ 2674(@«72@2 . 2674(w+2t)2

r=x+2t

Por lo tanto nuestra funcién que cumple con todas las condiciones es:

u(z,t) = 2e~4(2=2t)" _ gp—d(a+2t)*

Ahora solo hay que resolver esto

Ahora solo hay que resolver esto

Simplificamos la fraccién
Separamos

Invertimos para eliminar el - de la raiz

Acomodo para corrimiento

Aplico corrimiento

Es una transformada directa

Magia
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13.12.2. Ejemplo 2

Solucionar la ecuacion diferencial parcial:

1682 u(z,t) 9% u(z,t)
or2 O

Donde tenemos las siguientes condiciones:

" € (—00,00)
» t€[0,00)
s u(z,0) = 8¢

0 u(x,0)
ot

Solucién:

=0

Vamos primero a transformar todo en el espacio de la frecuencia, empecemos por la ecuacién
diferencial:

" f(z)

dz™

Por un lado recordemos que .% { } = (iw)"F (w), entonces:

16 9% gia; ) = 9% ,;7(52&:, ) Esta es la original
16.% { = { i) } Vamos a hacer la transformada con respecto a X
3x2 ot?
16(’“11) U(w,t) = Ug(w,t) Asi se ven las transformadas
—16w? U(w,t) = Ugs(w, t) Simple algebra
_Utt( ) — 16w? U(w, t) =0 Despejamos y todo por (-1)

Uy (w,t) + 16w? U(w,t) =0 Ahora algebra
U (w, ) ( ) (w, t) =0 Ahora es una ecuacién conocida

Por lo tanto podemos resolver la ecuacion diferencial como: U(w, t) = A(w) cos (dwt)+B(w) sin (4wt)

Ahora veamos las condiciones iniciales:

0 u(x,0)
o
y{au((;,o)} _ 7 {0}
Ut(w,O) =0
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Por otro lado tenemos que:

u(x,0) = ge—3e"
F {u(z,0)) = F {8e—3w2

Esta es la original

Aplicamos Fourier

2
U(w,0) =% {86 s

2

=8 .F {6730[7 } Sacamos las constantes
2

=8 .7 {6_396 } Sacamos las constantes
T _w?

=8 56_ 1 Transformada Directa

Recuerda con respecto a que estamos aplicandola

Ahora si, vayamos a encontar las constantes de la solucion de la ecuacion diferencial:

U(w,t) = A(w) cos (2wt) + B(w) sin (2wt)

U(w,0) = A(w) cos (0) + B(w) sin (0)

A(w)

Ahora finalmente podemos ver que:

Up(w,t) :%A( ) cos (dwt) + B(w) sin (4wt)
— 4wA(w) sin (4wt) + 4wB(w) cos (4dwt)
Ui(w,0) = —4wA(w) sin (0) + dwB(w) cos (1) =0
= 4wB(w) =

Por lo tanto hemos encontrado la otra “constante” y ya tenemos a la soluciéon en el espacio de

frecuencia:
U(w,t) = A(w) cos (dwt)

os (4wt)

Esta es la soluciéon general

Aplicando una condicién inicial

Encontramos una constante

Vamos a derivar

Derivamos
Aplicamos condiciones iniciales
Ahora llegamos a la verdad

Encontramos la segunda constante
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Ahora ya podemos encontrar la funciéon que queremos:

[N

F{U(w,t)} = —1{ \ﬁ —#r cos (4wt)

}

—8\/7y 3 cos(4wt)}
i(4wt) —i(4dwt)
=55 { ()}
2
B \/—y ‘”7 i(4wt) +e_%e—¢(41z;t)}

=47 ! {

_ 4673(a:+4t)2 + 4673(@«7415)2

Por lo tanto nuestra funcién que cumple con todas las condiciones es:

u(z,t) = 46—3(w+4t)2 +4e—3(w—4t)2

w2

12

_ ng \/7 — 7 el i(4wt) + 4@—1 \/?e—‘f;e—i(élwt)
3 3
o _ﬁ} +49‘1{\/?e_
3 r=x+4t 3
_ (6—3w2) 14 (6—312)
r=x+4t r=x—4t

}x_z4t

Ahora solo hay que resolver esto

Sacamos a las constantes

Definicion de Cosenos

Separamos la transformada

Ahora tenemos dos transformadas

Esto ocurre cuando se transforma en el tiempo

Estas son transformadas directas

Lo hemos logrado
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13.12.3. Ejemplo 3
Solucionar la ecuacion diferencial parcial:

482 u(x,t) 0% u(x,t)
Ox? ot?

Donde tenemos las siguientes condiciones:

" € (—00,00)

» t€[0,00)
» u(z,0) =0
0 u(zx,0)
"o e
Solucién:

Vamos primero a transformar todo en el espacio de la frecuencia, empecemos por la ecuacién

diferencial:

432 u(z,t) 0% u(z,t)

ox2 o2
02 u(w,t) 02 u(w,t)
gl) 7\ _ g ) T\
w2 {520} -2 {550}
4(“”)2 Ulw,t) = Utt(wat)

Esta es la original

Vamos a hacer la transformada con respecto a X

Asi se ven las transformadas
Simple algebra

Despejamos y todo por (-1)
Ahora algebra

Ahora es una ecuacion conocida

Por lo tanto podemos resolver la ecuacion diferencial como: U(w, t) = A(w) cos (2wt)+B(w) sin (2wt)

Ahora veamos las condiciones iniciales:

du(,0) ., 1

= Esta es la original

ot 32 4 2

ot 32 + x2

0 0 1
ﬂ{ u(l} )} =7 {12 } Aplicamos Fourier

1
U, (w, 0) =7 {12} Recuerda con respecto a que estamos aplicandola

32 4 2

1
=12 .7 {w} Sacamos las constantes

=12 Ze-3lvl

= 4me 3Vl

Magia

Es una transformada directa
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Otra condicién inicial es tan sencilla como:

u(xz,0) =0
F {u(z,0)} = F {0}
U(w,0) =0

Ahora si, vayamos a encontar las constantes de la solucion de la ecuacion diferencial:

U(w,t) = A(w) cos (2wt) + B(w) sin (2wt) Esta es la solucién general
U(w, 0) = A(w) cos (0) + B(’LU) sin (0) =0 Aplicando una condicién inicial
= A(w =0 Encontramos una constante

Ahora finalmente podemos ver que: U(w,t) = B(w) sin (2wt)
0

Ui(w,t) = &B(w) sin (2wt) Derivamos lo que ya tenemos
= 2wB(w) cos (2wt) Aplicamos

Uy (w, 0) = 2wB(w) cos (0) = QwB(w) Aplicamos condicion inicial

Pero ademéas ya sabemos que U;(w,0) = 4me=3"! por lo tanto podemos decir que 2wB(w) =
4me3I*| por lo tanto finalmente tenemos que B(w) = %’Te_?"“"

Por lo tanto hemos encontrado a la ultima constante que nos faltaba, por lo tanto podemos decir
que:

2
U(w,t) = T e=slwl gin (2wt)
w

Ahora ya podemos encontrar la funciéon que queremos:

2
F1 {U(w,t)} = F1 {W63w| sin (th)} Ahora solo hay que resolver esto
w
: 2(1
=371 {gBSwl Q sin (w(2t))} Acomodamos
w
1
=% m * [u(z + 2t) — u(z — 2t)] Convolucién
e 1
=& [m m[u(fﬂ + Qt) - U,(.’E — Qt)] Aplicamos
2t 1
=3 ———s Apli
/,2,5 P+ (t—2) plicamos

Por lo tanto nuestra funcién que cumple con todas las condiciones es:

2t 1
t) = _
ua?) 3/ 91 (t_ a2
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13.13. Transformario de Fourier
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13.13. TRANSFORMARIO DE FOURIER

F )}

Definicion
7 = T e
Funciones y Transformadas Genéricas
f(t) F(w)
9(t) G(w)
Funciones y Transformadas Famosas
u(t)eiat a—:iw
klu(t + d) — u(t — d)] 2% sin (wd)
d(t) 1
eia|t| Oé22_;’_aw2
1 T ,—alw
— e—alu]
e_atQ \/ge 74122

(1= [thlu( +1) —u(t —1)]

2(1—cos(w))
=3

Teoremas de Modulacion

f(t) cos (wot) 3 (w —wo) + F(w + wp)]
f () sin (wot) 2 [F(w — wo) — F(w + wp)]
cos (wot) m(6(w — wo) + 6(w + wo))

sin (wol) im(0(w + wo) — 6(w — wo))
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13.13. TRANSFORMARIO DE FOURIER

f(t)

F{r)}

Corrimiento del Ti

empo y Frecuencia

f(t—to) e~ F(w)
e"wol f(t) F(w — wp)
Gran Teorema de la Simetria
F(t) 27 f (—w)
1 216 (—w)
a}rit 2mu(—w)e*™
Teorema de Escalamiento
f(at) (%)
f(=t) F(—w)
Teoremas de Derivadas
7 )
d" f(t) Fa1\ T
D (fw)" F(w)
Teorema de Convolucion
f@)yxg(t)= [T f(t— ) g(x)dx
f@t) = g(t) F(w) G(w)
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13.13.

TRANSFORMARIO DE FOURIER

Cosas que deberias sabes

Sin es par

(n-m)=(-1)"= 1
cos (n -
—1 Sin es impar

<2n—|—1>
CoS 5 7] =0

sin(n-m) =0

. 2n+1
in =
S 5 T

/OO d(x)d(z — xo) dz = P(x0)

Si n es par

1
(=1)" = . :
—1 Sin es impar

f(t) = % ffooo F(w)e™tdw
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