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0.1. ;Qué es lo que estoy leyendo?

Hola... jHey! Seguramente te estaras preguntando ;Qué demonios estoy leyendo?

Bueno, este pequeno texto intenta darle soluciéon a esa pregunta, la respuesta mas
inmediata es que este texto (o compilado como nos gusta decirle) es una recopilacion
de teoremas, ideas y conceptos importantes que aprendi a lo largo del tiempo sobre
este tema.

De manera regular estarémos actualizando estos textos con todo aquello nuevo que
aprenda intentando profundizar en todos estos temas y cerrar posibles dudas en estas
péginas, asi que siempre mantente alerta de tener la tultima version, esta siempre esta
en CompilandoConocimiento.com

Este Compilado intenta ser lo més estricto posible, aunque somos humanos y es posible
(e incluso probable) que cometamos pequenios errores de vez en cuando.

Estos textos estan creados como una base con la que tu puedas leer rapidamente todo
lo que hemos aprendido a lo largo del tiempo, aprender los conceptos mas importantes
y que usando esto tu puedas profundizar més en la maravilla que es aprender mas sobre
este maravilloso mundo.

Este texto esta publicado bajo la GPL, por lo tanto es software libre y tu tienes el
control total sobre el, puedes descargar este texto, puedes ver su codigo fuente, puedes
modificarlo y puedes distribuir este texto y sus versiones modificadas, puedes acceder
a todo lo que necesitas en el Repositorio del Libro de Algebra Lineal.

Cualquier pregunta, comentario o si quieres contactar con nosotros no dudes en escribir
al email del proyecto: CompilandoConocimiento@gmail.com

Espero que tomes estas paginas como un regalo, creado por seres imperfectos pero con
muchos animos de hacer del mundo un lugar mejor, ahora si, abréchate los cinturones
que esto acaba de empezar.

Compilar es Compartir
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.1. DEFINICION

1.1. Definiciéon

Siendo formales una Matriz es un arreglo rectangular de m x n elementos (donde
m,n € N), es decir es un objecto matemético de m filas y de n columnas. Repito
es un objeto de m filas y de n columnas. Las entradas de matrices pueden ser
ntmeros u objetos més complicados.

aix1 0 Qin

Sea F un conjunto (ya se que en mate, tecnicamente todo el un conjunto), entonces
decimos que M,,x,(F) denota al conjunto de todas las matrices de tamanos m X n
cuyas entradas pertenecen a [F.

Definicién mas Formal

Una matriz de tamano m x n con elementos en el conjunto F se puede definir también
como una funcién que toma un par ordenado (las coordenadas) y regresa un elemento
de F:

{1,....om}x{1,....n} — F
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.2. SIMBOLOGIA Y NOTACION

1.1.1. Notacion de Matrices mediante Funcion

La notacién méas rara y al mismo tiempo més increible es:
man f(,1) - f(l,n)
A:[f(i’j)k-ﬂ:
I f(m7 1) T f(m7 n)

Esta notacion nos dice que A es una matriz de tamano m x n tal que su entrada ubicada
en la fila nimero 7 y en la columna j es igual a la funcion:

fAL...om}px{l,....,n} - F

Aqui f(i,7) es una funcién de dos argumentos.

1.2. Simbologia y Notaciéon

Solemos denotar con letras maytusculas a las matrices y con letras minisciilas a cada
uno de los elementos.

Para hablar de un elemento en especifico usamos a; ; donde i es el nimero de fila y j
es el namero de columnas, o bien podemos escribir [A]; ;

Recuerda que soy computoélogo, asi que mis indices pueden empiezar en 0

Ejemplo

Por ejemplo, una matriz seria:
a b c
A= Ll e f]

y a1,3 6 [A]1,3 es el elemento c.

1.3. Delta de Kronecker

Esta es una funciéon demasiado sencilla 6(7, j) : N* — {0, 1} pero muy importante a lo
largo de Algebra Lineal, podemos definirla como:

sy {1 s
=00 s
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.4. CLASIFICACION Y MATRICES FAMOSAS

1.4. Clasificacion y Matrices Famosas

1.4.1. Matrices Cuadradas

Son aquellas matrices de m x n donde m = n. Solemos decir que el orden de estas
matrices es n.

Por ejemplo:

Anxn =

RS-
oo Ot DN
© o w

Solemos decir que cualquier matriz que no sea cuadrada es rectangular, es decir son
aquellas matrices de m x n si es que m # n.

Es importante hablar de las matrices cuadradas porque hay muchas caracteristicas que
solo funcionan si tu matriz es cuadrada.

OscAR ANDRES ROSAS 15 VE AL INDICE
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.4. CLASIFICACION Y MATRICES FAMOSAS

1.4.2. Matriz Identidad: I,
Son todas las matrices cuadradas donde cada elemento cumple que:
[L]i; = 6(i,7)
O mas formalmente podemos definir a la Matriz identidad de 6rden n como:

[0.9) |

n,n

ij=1
Se ve algo asi:
10 ... 0
0 1 0
I, =
00 . 1

1.4.3. Matriz Cero: 0,,x,

Son todas aquellas matrices m x n que cumplen que para cada elemento:

[0)i; =0
O més formalmente podemos definir a la Matriz de Ceros de 6rden n como:
o],
ij=1

Se ven algo asf:

0 0 0

0 0 0
Omxn =

0 0 . 0
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.5. MATRICES DIAGONALES

1.5. Matrices Diagonales

1.5.1. Definicién
Son todas las matrices cuadradas donde cada elemento cumple que:

[Alij = [A]i; - 0(4,5)

O mas formalmente como cualquier matriz que cumple con que:

m,n m,n

) | = ] FG) - 0G0 )

/L?j:

1,7=1

Es decir es una matriz en la que a cualquier elemento lo puedes multiplicar
por la Delta de Kronecker correspondiente y no se vera afectado.

Una matriz diagonal tiene el siguiente aspecto:

Q1,1 0 Ce 0
An _ 0 Q292 ... O
0 0 Anom

Notemos que las entradas diagonales de una matriz diagonal pueden ser iguales o cero.
Por ejemplo, la matriz cuadrada nula 0,,, es una matriz diagonal. Es un error comun
pensar que las entradas diagonales de una matriz diagonal deben ser distintas de cero.
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES 1.5. MATRICES DIAGONALES

1.5.2. Propiedades

Sea diag(ay, .. .,a,) una forma en la que representamos a una matriz diagonal, despues
de todo, diag tendra n entradas, por lo tanto representara a una matriz de n x n donde
ai,...,a, son las entradas de la diagonal, mientras que todas las demas entradas son
cero.

v diag(ay,...,an) + (b1,...,b,) = (a1 +b1,...,an + by)
v diag(ay,...,a,) (b1, ..., b,) = (a1by, ..., a,by)

» La matriz diag(ay,...,a,) es invertible si y solo si todas las entradas, es decir
ai,...,a, son diferentes de cero.
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CAPITULO 1. CONOZCAMOS LAS MATRICES.6. MATRICES TRIANGULARES SUPERIORES

1.6. Matrices Triangulares Superiores

Son aquellas matrices de A € M,,«,(F) donde se cumple que:

(160 :Hf(i,j) S”.Sj]m,n

ij=1 0 sii>g|

7,7=1

Es decir Vi,j € {1,...,n}  i>j = [A];

Notemos que en una matriz triangular superior algunos (hasta todos) de los elementos
por encima de la diagonal principal o en la diagonal principal pueden ser iguales a cero.

Por ejemplo, la matriz nula 0,, ,, es triangular superior. La condicion que define matrices
triangulares superiores solo nos dice que todos los elementos por debajo de la diagonal

principal deben cero iguales a cero.

Una matriz triangular superior tiene el siguiente aspecto:

11 Ar2 ... Qinp
0 Q292 ... Q2n

A, =
0 0 ... ann

OSCAR ANDRES ROSAS 19
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CAPITULO 1.

CONOZCAMOS LAS MATRICEY.6. MATRICES TRIANGULARES SUPERIORES

Propiedades

= Sea A, B matrices triangulares superiores, entonces AB es también una matriz
triangular superior, donde se tiene que:

[AB;; = [Ali4[Bli.

Demostracion:

Empecemos por ver que es una matriz diagonal, sea ¢ > j entonces vamos a demostrar que

esa entrada es cero.

[AB];; =

Ahora veamos que [AB);; = [A];:[Blii:

[ABlii = > [Alik[Blk.i

S
=

(]

O
s L

(]

. e
- L

=

1

A

i Blii

<

)

[AJi k[Blki + [Alii[Blii + > [Alis[Blr

k=i+1

(0)[Blk,i + [A]ii[Blisi + Z [Alik[Blk,i

k=i+1

(0)[Blki + [Alii[Blii + > [Ali(0)

k=i+1

Definicion

Separamos en 3 sumas

Siempre ¢ > k, por eso [A]; x—o

Siempre k > j, por eso [Bly, j—o

Definicion

Separamos en 3 sumas

Ve que i > k

Ve que k > 1

Mira que bonita féormula

» Si A es una matriz triangular es invertible entonces A~! también sera invertible.

COMPILANDO CONOCIMIENTO
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.1. SUMA DE MATRICES

2.1. Suma de Matrices

Definimos la suma de dos Matrices A, B € M, (F) como una relacion:

+ (men X men) — men

Entonces definimos la suma de dos matrices A, B € M,,«,(F) como:

A+ B = [ Aij+ Bij ]mm

ij=1
O visto de otra manera A + B € M,,«,(F) y cumple que:

2.1.1. Propiedades de Suma

Sea A,B € M,,x(F) y a,5 € Fy con la suma y producto por escalar previamente
definido tenemos que:

» Cerradura Aditiva:
Si A, B € M,,x,(IF) entonces (A + B) € M,,xn(F)

= Ley Conmutativa:
Si A, B € M,,x,(FF) entonces A+ B=B+ A

= Ley Asociativa para la Suma:
Si A, B,C € M,«n(F) entonces A+ (B+C)=(A+B)+C

» Existencia del Neutro Aditivo:
Existe una matriz Oyxpn € Mpxn(F) tal que VA € M un(F), A+ Opxn = A

= Existencia del Inverso Aditivo:
Existe una matriz —A € M,,»,(F) para toda A € M,,«,(F) tal que A+ (—A) =

0m><n
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.2. PrRODUCTO DE ESCALAR POR MATRIZ

2.2. Producto de Escalar por Matriz

Sea A € My,x,(F) v o € F entonces definimos a oA como:

Ao = aA = [ alAl; }mn

2,7=1
O visto de otra manera oA € M,,«,(F) y cumple que:

Vi € {1,...,m}, \V/] c {1,...,n}, [aA]i,j :Oé[A]iJ' (21)

2.2.1. Propiedades del Producto Escalar

Sea A,B € M,,x(F) y a,5 € Fy con la suma y producto por escalar previamente
definido tenemos que:

s Cerradura Escalar:
Si A€ Mpxn(F)y a €F entonces («A) € Myyxn(F)

= Ley Asociativa para la Multiplicacién Escalar:
Sea A € Myn(F) v o, B € F entonces a(SA) = (af)A

= Ley Distributiva en la Suma y Producto Escalar:
Sea A, B € M,»n(F) y a € F entonces (A + B) = (0A) + (aB)

= Ley Distributiva en los Escalares:
Sea A € M,,xn(F) v o, B € F entonces (o + 8)A = (aA) + (BA)

» Existencia del Neutro Multiplicativo Escalar:
Existe un elemento 1 € F tal que para toda A € M,,x,(F) tenemos que 1A = A
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.3. PRODUCTO DE MATRICES

2.3. Producto de Matrices

Sea A € Myxn(F) y B € M, «,(F) entonces definimos a AB € M,,,(F) como:

n m,p

> (ALl Ble,

k=1

AB =

i,j=1

O visto de otra manera AB € M,,,(F) y cumple que:

n

vie{l,....m}, Vje{l,...,n}, [ABli; = [Alix[Blx,

k=1

2.3.1. Exponente de Matrices

Sea A € M, (F) entonces podemos de una manera recursiva definir a el exponente

de una matriz A como:

A’ =1d,
AL = (AM)A = A(A")
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.3. PRODUCTO DE MATRICES

2.3.2. Propiedades

» Sea A € Myyun(F)y B,C € M,«,(F) entonces tenemos que: A(B+C') = AB+AC

Demostracion:

Empecemos por ver que tienen el mismo tamano: La matriz (B + C) € M,,«,(F), por lo que
A(B + C) € My,xp(F). También tenemos que AB, AC € M,,x,(F) Por lo tanto tienen el
mismo tamano.

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

n

[AB+C)ij =Y _[Alix([Blk; + [Clk.;)
k=1

I
M3

([Ai % [Blr 5) + ([A]i s [Cr.5)

el
I

1
n

([ALik[Blk.g) + > ([Ali [Clk.5)

k=1

I
M-

>
Il
—

= [AB]; ; + [AC];;
=[AB+ AC);;

Creo que es més que obvio que eso también funciona por la derecha, es decir (D + E)A =
DA+ FEA

» Sea A € Myun(F) vy B € M,,»,(F) entonces tenemos que: a(AB) = A(aB) =
(AcA)B
Demostracion:

Creo que es mas que obvio que tienen el mismo tamano, asi que deja al lector :p. Ahora
veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

[@(AB)i; = ) _[Alik[Ble; = D _[Alik(alBle,) = [A(@B)]i,

k=1 k=1
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» Sea A € Myun(F), B € Myup(F) y C € M,y (F) entonces tenemos que:
A(BC) = (AB)C
Demostracion:

Empecemos por ver que tienen el mismo tamafio: La matriz (BC) € M, «4(F), por lo que
A(BC) € Mp,xq(F). También tenemos que (AB) € My,x,(F), por lo que tenemos que
(AB)C € M,,x4(F). Por lo tanto tienen el mismo tamafo.

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

[
NE

[A(BC)]:.; [Ali k[BCl 5

[Al; 1 (Z (Bl [Clr 5

k'=1

=S [Aiw (Z[B]k/,k[c]k,j>
k=1 k=1

= Z (Z[A]i,k/ [B]k/,k[c]kﬂ)
— Z (Z[A]i,k/ [B]k’,k> [Clk.;

k'=1

» Existen divisores para una matriz de ceros, es decir M,, ., (F) no es un dominio
entero, es decir no aplica la ley de cancelacion.

n Sea A € Myyun(F) y B € My, (F) y sea [X]; la j-ésima columna de la matriz X
entonces tenemos que:

[AB]; = A[B]; (2.2)

» Sea A, B, C matrices tales que A(BC') esta bien definido, entonces tenemos que
A(BC) = (AB)C también lo esta y todas dan como resultado la misma matriz

s Si AB = Id entonces BA = Id

Demostracion:

AB =1
BAB =B
BA(B) =B
BA=BB™!
BA =1Id
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.3. PRODUCTO DE MATRICES

2.3.3. Matriz x Vector: Av

Sea A € M, (F) entonces digamos que Ay, As, ..., A, como los vectores columna y
sea ¢ un vector donde ¥ € M, «1 entonces tenemos que:

n n,l

> LAL[al

k=1

AT =

1,j=1

Por lo tanto At € M, (F)
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.4. TRAZA DE UNA MATRIZ

2.4. 'Traza de una Matriz

Sea A € M, y,(IF), es decir una matriz cuadrada entonces definimos a traza(A) como:

traza(A) =tr(A) = Z[A]kk

2.4.1. Propiedades

» Si A, B € M, «,(F) entonces traza(AB) = traza(BA)
Demostracion:

Veamos como sale esto:

NE

traza(AB) = [AB i

ES
Il
—
3

I
NE
(]

(Al [Brr i

e
Il
—
X
Il
-

NE

[Blir k[ Alk ke

sl

x>
Ms [ M:

N

=

=

[Blir k[ Alk ke

X
I
-
=~
I
—

I
M3

[BA}k’,k/

X

= traza(BA)

—

» Si A € M, x,(F) entonces traza(A) = traza(AT)

Demostracion:

Veamos como sale esto:

Asi de sencillo
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL

2.4. TRAZA DE UNA MATRIZ

» Si A, B € M,y,(F) y A similiar a B entonces traza(A) = traza(B)

Demostracion:

Ahora como tenemos que son similares tenemos que B = P~'AP

Veamos como sale esto:

traza(B) = traza(P~' AP)
= traza(P~'(AP))
= traza((AP)P™1)
= traza(A(PP™1))
= traza(Ald,)

(

= traza(A)

Ahora como sabemos que son similiares
Ahora agrupamos

traza(AB) = traza(BA)

Agrupamos ahora si

Definicion

Definicion de indentidad
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.5. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

2.5. Transpuesta de una Matriz

2.5.1. Definiciéon

Sea A € My, (F) entonces definimos a transpuesta(A) como:

n,m

AT = [ 1ALy | (2.3)

1,j=1

Es decir AT € M, (F)

O visto de otra manera AT € M, ,,(F) y cumple que:

Vie{l,...,n}, Vi€ {l,....m}, [AT)i; =[Al;i (2.4)

2.5.2. Propiedades

» Sea A € M,,x,(F) entonces (AT)T = AT
Demostracion:

Empecemos por ver que tienen el mismo tamafio: La matriz (A7) € M, «.,(F), por lo que
(AT)T € My, %n(F). Por lo tanto tienen el mismo tamaiio.

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

(AT iy = [AT )50 = [Aliy

» Sea A € Myyun(F) y B € M,x,(F) entonces tenemos que: (AB)T = BT AT

Demostracion:

Veamos que ambas matrices tienen el mismo tamano: La matriz AB € M,,x,(F), por lo
tanto la matriz (AB)T € M,y (F), mientra que la matriz BT € M, (F) y AT € My, «m(F)
por lo tanto BT AT € My, (F), asi que si te das cuenta: |Tienen el mismo tamaiio!

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

n

[(AB)");; = [ABl;; = > [Aljx[Blk: = Y _[BleilAljx =

k=1 k=1

M=

[BT)ik[A"]x,; = [BTAT]

]

b
Il

1
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.5. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

» Sea A, B € M,,»n(F) entonces (A + B)T = AT + BT

Demostracion:
Empecemos por ver que tienen el mismo tamano:

La matriz (A + B) (por como la definimos a la suma) siguen estando en M,,x,(F), por lo
tanto tenemos que la transpuesta de la matriz anteriormente dicha, es decir (A + B)7 esta
en My, ym (F).

Ahora por otro lado tenemos que AT, BT € M,,«,,(F) por la definicién de transpuesta, ahora
como definimos la suma tenemos que (A7 + BT) € M, (F). Por lo tanto tienen el mismo
tamano.

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

[(A+ B)"i; =[A+ Blji = [Al;i + [Blji = [A"]i; + [B"]:; = [A" + B"], .

,J

» Sea A € M,yun(F) y a € F entonces: (aA)" = aA”

Demostracion:

Es (creo) mas que obvio que tendran el mismo tamaifio, por como definimos el producto por
un escalar.

Ahora veamos que un cualquier elemento arbitrario de ambas matrices es igual:

(@A) = [@Alji = afAlj: = o[AT]

= Por los dos teoremas anteriores podemos decir que la transpuesta se parece mucho
a un operador lineal, me refiero a que:

Sea A, B € My,xn(F) y a € F entonces (aA + 3B)T = a(AT) + B(BT)
Demostracién:

Es sencillo, mira:

(aA + 5B)T = (aA)T + (BB)T Por teorema anterior
= a(AT) + ﬁ(BT) Por teorema anterior
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.5. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

2.5.3. Matrices Simétricas

Una matriz A € M, (F) se dice simétrica si cumple la propiedad:

A= AT

2.5.4. Matrices Antisimétricas
Una matriz A € M, (F) se dice antisimétrica si cumple la propiedad:

A=—AT

O siendo mas formal que:

A+ AT =0,
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2.5. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

2.5.5. Propiedades de Simetria y AntiSimetria

» Si A € M,(F) entonces A + AT es una matriz simétrica.

Demostracion:

[A+AT];; = [Ali; +[AT)iy
= [Alij + [Alja
= [AT)j + Al
= (Al + [AT];
=[A+ AT,

» Si A € M,(F) entonces A — AT es una matriz antesimétrica.

Demostracion:
[A—AT); ;= [Ali; — [AT]i;
[A]s,; — [Aljs
= [AT]5 — [l
=[-A+ AT]J,?
= —[A - A"];,

» Si A€ M,(F) es simétrica y k € F entonces K A también es simétrica.

Demostracion:

Esta esta sencilla, mira:

[KA; = K[A];
= K[A];;

= [K Al

por la definicién de producto escalar
Porque A es simétrica

Porque definicién de producto escalar

» Si A€ M,(F) es simétrica y k € F entonces K A también es antisimétrica.

Demostracion:

Esta esta sencilla, mira:

[KA;; = K[A]

= (K)(—[Al;.)
—[K Al

por la definicién de producto escalar
Porque A es antisimétrica

Porque definicién de producto escalar
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CAPITULO 2. ALGEBRA MATRICIAL 2.5. TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

» Si A € M,(FF) entonces existe un unico par de matrices B, C tal que A = B+ C,
B es simétrica y C' es antisimétrica. En otras palabras, cada matriz cuadrada se
puede representar de manera tinica como suma de una matriz simétrica y una
matriz antisimétrica.

Idea de la Demostracion:
Si F # F, entonces podremos escribir A como A = F(A+ AT) + (A4 — AT).

Ahora algo genial que £ (A+AT) = 1(A+ AT)T es decir, es simétrica. También §(A—AT) =
—4(A+ AT)T es decir, es antisimétrica.

Demostrar que no existe otra combinacion de B, C' es un poco méas complejo asi que confiaré
en Oscar del futuro para eso.

» Si Ae M,(F)y A es antisimétrica entonces [A]; ; = Op.
Demostracion:
Antes que nada, ignora al campo de 2 elementos, en ese caso no funciona.
Si tenemos que A + AT = 0,, entonces tenemos que para cada elemento arbitrario que

[A]i,j + [AT],L'J' = O[[r por lo tanto [A]Z,z + [A}i,i = O]F por lo tanto [A}Z,Z = O]F

» A€ M,(F)y A es simétrica y antisimétrica al mismo tiempo si y solo si A =0,

Demostracion:
Creo que es més que obvio que tienen el mismo tamano

Por otro lado sabemos que cualquier elemento de A tiene que cumplir que [A]; ; = —[4];,; =
[A];; es decir —[A];; = [A];,; es decir 0 = 2[A]; ; por lo tanto [A]; ; =0

Y creo que es mas que obvio que si A = 0,, entonces A es simétrica y antisimétrica.

» Si A€ M,(F)y A= AT entonces A tiene méaximo n(nTH) elementos diferentes.

Ideas de la Demostracion:

Esto es mas curioso que ttil, veamos que si es simétrica entonces toda entrada tiene que
cumplir que [A]; ; = [A];,;

Por lo tanto para las matrices de grado 1 hay 1 elemento diferente, para las de orden 2 hay
3 elementos diferentes, para las de orden 4 hay 6 elementos, y el patron sigue, por lo tanto
si te das cuenta para una matriz de orden n tenemos que:

Numero de Elementos Diferentes(n) es 1+ 2+ ---4+n = Y. | i que segin el gran Gauss

. . n(n+1)
tiene que ser igual a =5

» Si A€ M,(F) entonces AA" y A'A es simétrica

Ideas de la Demostracion:
Mira:

(AAt)t — (At)tAt: AAt
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CAPITULO 3. DEFINICION Y CARACTERISTICAS 3.1. DEFINICION

3.1. Definicion

Los espacios vectoriales es la forma en que en matemaéticas se abstraen conceptos
clasicos como las fuerzas que operan en fisica o los polinomios con coeficientes en los
reales , vamos a ver mas a detalle esta abstraccion.

Siendo formales un Espacio Vectorial (O Espacio Lineal) es una tupla (V,F, +,-),
solemos llamar entonces a este espacio vectorial, el Espacio Vectorial de V sobre F
donde tenemos que:

= Conjunto de Vectores: V
Es un grupo de vectores que no puede estar vacio ... y ya -.-
= Campo: F
Es un Campo que cumple con sus propiedades normales, le solemos llamar un campo escalar.

= "Suma de Vectores": +: (VxV) -V

Una Funcion + : (Vx V) — V, es decir, es una Funcién que recibe dos elementos de V (o
mas especifico un par ordenado de vectores) y te regresa un nuevo elemento de V.

Gracias a esto podemos decir que es cerrado en esta operacion, es decir:
Voi,v5 €V, (01 +v3) €V
= "Producto Escalar": -: (FxV) >V

Una Funcién - : (FxV) — V, es decir, es una Funcién que recibe un elementos de F y un
elemento de V (o mas especifico un par ordenado) y te regresa un nuevo elemento de V.

Gracias a esto podemos decir que es cerrado en esta operacion, es decir:
VoeV, VaeF, (a-7) eV

Solemos simplificar la notacion de V sobre el Campo F como V.

3.1.1. Condiciones de Espacio Vectorial

Donde esta tupla (V,F, 4+, -) tiene que cumplir los siguientes 8 propiedades para que se
peudan considerar un espacio vectorial:

Ly

oo 3 (@) ot =~ w [\ —_
=
&
<
>
o
=
<
S
S
wn
[
2.
lon
c
<
8
<
Q
m
=
<C
)
St
m
<
Q
S
+
S
Il
=
S
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CAPITULO 3. DEFINICION Y CARACTERISTICAS 3.2. CONSECUENCIAS Y PROPIEDADES

3.2. Consecuencias y Propiedades

Veamos algunas de las Propiedades de esto que acabamos de definir, son consecuencias
de los axiomas.

= Cancelaciéon de la Suma Vectorial:
Six,y,z€Vtal que x + 2z =1y + 2, entonces v =y

Demostracion:

Esto es algo bastante natural e intuitivo, pero aun asi hay que demostrarlo,

r+z=y+z
T4+ (=) = y+z+(=2)
z+0=y+0
T=y
= El 0 es tnico.
Demostracion:

Si te das cuenta, nunca dije que tema que existir solo un 0 pues no es necesarlo ya que
podemos decir que si tenemos otro Oy entonces pasard que 30, € V, V& € V, 0y 4+ ¢ =
U+ 02 =7

—

Podemos decir entonces que 0 = 0 4+ 05 pero también sabemos como funciona el 0, asi que
0=0+4 03 =0s.

Es decir, si algo cumple con querer ser nuestro cero vector, veremos que es de hecho el mismo
elemento.

= Fl inverso aditivo de ¥ es tnico.

Demostracion:

Podemos entonces suponer que hay dos vectores Z, i que hacen el trabajo de un inverso de

—

v,esdecir U+ T =2Z+0=0yque v+y=y+97=0.

De ser asi vemos entonces que podemos decir que:

E=2+0 Suma de cero
=2+ (V+9) Hipotesis
=(Z+V)+¢ Asociativa
=0+ ¥ Suma de Cero
=y Hipotesis

CoMPILANDO CONOCIMIENTO 38 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com
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» VaelF, a- 0=0
Demostracion:

Esto es algo bastante natural e intuitivo, pero aun asi hay que demostrarlo, veamos que « -0
es un vector, vamos vamos a denotar su inverso adivito como —(a - 0)

—

a-0=(a-0)+0
a-

= a0+ [(a0) — (a0)]
= [a-0+ (a0)] — (a0)
= [a(0+0)] — (aD)

= a0 — (a0)

=0

VeV, 0-0=0
» VU eV, —a(V) = —(al) = a(—7)
= Si F" es un espacio vectorial sobre [F, entonces F" sera un espacio vectorial sobre
cualquier campo que subconjunto de F
Ejemplo:

e Ry es un espacio vectorial
e R¢ NO es un espacio vectorial

° Rﬁ) es un espacio vectorial
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3.3. Ejemplos

» Sea R? un espacio vectorial sobre R con:

e (a,b) + (c,d) := (a+c,bd)
e k(a,b) := (ka,b)

.Es un espacio vectorial?
Demostracion:

e La suma es cerrada

e El producto por escalar es cerrada

e Es asociativa

e Es conmutativa

e Existe un neutro aditivo, pero es especial, mira:
Considera, a (ag,bo) + (2, y) = (ao, bo)
Por lo tanto ag + x = ag y boy = by, por lo tanto tenemos que 0:= (0,1).

e Pero pasa algo raro con los inversos:
Considera, a (ag, bo) + (z,y) = (0,1)
Por lo tanto ag + 2« = 0 y bpy = 1, por lo tanto tenemos que el inverso de (ag, bo) es
(—CL[), %)
Y todo seria felicidad si nos quedamos asi pero... ;Qué pasa si es que b = 0, entonces
dividimos entre cero, por lo tanto para vectores como (ag,0) no existe un inverso, y eso
esta feo...muy feo.
Por lo tanto no es un espacio vectorial.
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CAPITULO 4. SUBESPACIOS VECTORIALES 4.1. DEFINICION

4.1. Definicién

Suele ser muy interasante ver si es que los subconjuntos de cierta estructura algebraica
tienen las mismas caracteristicas, por lo tanto veamos si es que podemos encontrar un
subconjunto de un espacio vectorial.

Un Subespacio Vectorial es un Espacio Vectorial.

La tnica razéon por la que le decimos Subespacio es porque esta contenido dentro de
otro Espacio Vectorial.

Definicion Formal

Sea W y V dos Espacios Vectoriales donde con identidas operaciones +,- sobre un
mismo campo [F entonces decimos que W es un Subespacio Vectorial de V si y solo si:

s WCV

= W es un Espacio Vectorial por si mismo
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4.2. Demostrar que W es un Subespacio de V

Afortunadamente no tenemos que demostrar todas las 8 propiedades de un espacio
vectorial, porque después de todo es un subconjunto de V. Por lo tanto solo basta
probar algunas menos.

Pero ;Porqué? Porque si te das cuenta de las 8 propiedades que necesita cumplir para
ser un espacio vectorial 6 son un para todo (Vo € V) por lo que si se cumplen para
cualquier elemento de V entonces lo harédn para cualquier elemento de W, después de
todo W es un subconjunto de V. La ultima propiedad habla de un elemento del campo,
y ya que W esta dado sobre el mismo campo de V entonces también la cumpliré.

Por lo tanto, gracias a que W C V solo queda por probar que el cero vector
pertenece a W, eso y que las operaciones que definimos sean cerradas en W.

Lo anterior lo podemos poner como un teorema:

Teorema 4.2.1
Podemos decir que W es un Subespacio de V si y solo si:

W contiene al vector cero del Espacio V y es cerrado con respecto a las operaciones
lineales del Espacio V, (osea con expresiones matemdticas):

= 0cW
n V1,05 €W, 01 +15 € W
s VO eW, VaoeF, av e W
A veces hay gente que le gusta poner una 4 condicién, la de que Vv € W, —v € W, pero

la verdad es que podemos probar que esta cuarta condicién se puede probar usando las
3 anteriores.
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4.3. Propiedades de los Subespacios

] { 0 } es un Subespacio Vectorial para cualquier V

= Cualquier interseccion de Subespacios Vectoriales de V es también un Subespacio
Vectorial de V
Demostracién:

Sea W la interseccion de 2 subespacios vectoriales A y B cualquiera entonces:

e Es obvio que W contiene al 0, porque estaba tanto es A como B por ser subespacios.

e Sea v1,v5 € W entonces estos 2 elementos existen en cada subespacio y como son
subespacios entonces v7 + v3 € W

e Sea v € W entonces v existe en ambos subespacios y como son subespacio entonces
Va € F,ay € W

Por lo tanto, es un subespacio vectorial.

» Cualquier unién de Subespacios Vectoriales de V es también un Subespacio Vec-
torial de V si y solo si uno de los subespacios es un subconjunto de otro
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4.4. Suma de Subespacios Vectoriales

Si S; y S, son subespacios vectoriales (que no son vacios) de un Espacio Vectorial V,
entonces definimos a S7 + Sy de la siguiente manera:

51+52:={fy:f:5+5 donde aeslyz?esQ} (4.1)

4.4.1. Propiedades

= Si W; y W, son subespacios de un espacio vectorial de V entonces Wi + W5 es
un Subespacio Vectorial

Demostracion:
e Por un lado como W; y W5 son subespacios entonces 0+ 0 esta en la suma, por lo tanto

el 0 esta.

e Sea a,b € Wi +Ws, ademas podemos proponer elementos tales que z1,y;1 € Wy y
T, Y2 € Ws tales que a = x1 + 22 y b = y1 + y2 entonces:

a+b=(r1+z2)+ (Y1 +y2)
= (z14y1) + (2 4+ 2)
= (z14+y1) + (2 +y2)

Es decir a + b es un elemento de Wy + W,

e ax = a(x; + z2) = ax1 + a,2 es un elemento de Wy + Wy
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4.4.2. Suma Directa de Subespacios Vectoriales

Se dice que V es la suma directa de W, y Wy expresada como V = W; & W, si y solo
si:

= W, W, son subespacios vectoriales de V
L] Wl OWQ - { 6 }

n V=W, +W,

Propiedades

= V es la suma directa de W, y W, si y solo si cada elemento x de V puede ser
escrito de una sola manera como x = a + b donde a € Wy y b € W,
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4.5. Ejemplos

= Prueba que F" es la suma directa de los siguientes conjuntos:

o W, ={(ay,...,a,) | a, =0}

o Wy ={(as,...,a,) | 1 =a3=10a,-1=0}

Solucioén:

Ok, antes que nada demostremos que ambos son subespacios vectoriales:

e W, pues es de la forma (ay,...,a,) donde a,, =0

e Es cerrado bajo la suma pues (a1, ...,a,-1,0)+ (b1,...,bp-1,0) = (a1 +b1,...,0n-1+
bn—1,0) € Wy
e Es cerrado bajo el producto pues k(aq,...,a,-1,0) == (kay, ..., kan,—1,0) € Wy

Por lo tanto W; es un subespacio vectorial y de la misma manera W5 es también un subes-
pacio vectorial.

Ahora, ve que su intersecciéon es { 0 }, esto de puede hacer con doble contencién, por un
lado ambos por ser espacios vectoriales por lo tanto 0 esta en la interseccion.

Ahora, si tenemos un elemento cuaquiera en la interseccion de ambos por construccion del
primero a,, = 0 y por construcciéon del segundo todos los demas son ceros, el tinico vector
que cumple con eso es 0.

Magia.

Ahora finalmente veamos que podemos escribir a un elemento arbitrario como la suma de
dos elementos, cada uno de W; y Wy

Creo que esos elementos son mas que obvios por lo que queda demostrado.
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= Prueba que X = { (a,b) eR* | a+3b=0},con Vg =R’y F=R
Solucién:

Ok, veamos:

e Probemos que 0 € X
Esta porque (0,0), es decir cuando a = b = 0 cumple que 0 + 3(0) = 0, por lo tanto
0eX

e Veamos que sea cerrada bajo la suma:
Tomemos &, 7 € X donde & = (x4, %) Yy ¥ = (Ya, Yp) y como estan en X tenemos que
Zq + 3z, =0y Yo + 3ys = 0 entonces tenemos que T+ § = (4 + Ya, Ya + Yb)
Y ve que:

Ta + Ya + 3(xp +yp) = (2o + 32p) + (Ya + 3us)
—0+0
=0

Por lo tanto £ + ¥ € X, por lo tanto es cerrado bajo la suma

e Veamos que sea cerrada bajo el producto por escalar:
Tomemos ¥ € X y o € R donde & = (z,,xp) y como esta en X tenemos que 2,43z, = 0
entonces tenemos que: af = (ax, + arp)
Y ve que:

azg + 3(axy) = a(x, + 3xp)
= «(0)
—0

Por lo tanto aZ € X, por lo tanto es cerrado bajo el producto escalar
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= Pruebaque X = { f R | f(z)=—f(—2)Vz €R },con Vp =Co y F =R
Solucién:

Ok, veamos:

e Probemos que 0 € X
Esta porque g(x) = 0, es decir una funcién que para cada real regresa el cero esta en
X pues g(z) =0= —(0) = —(g(—=)) lo tanto g € X

e Veamos que sea cerrada bajo la suma:
Tomemos f,g € X y un real arbitrario =, y que f,g por estar en X tenemos que
f(z) = =f(—z)Vx e Ry g(z) = —g(—2x)Vx € R entonces tenemos que:

f(@) +g(x) = —f(=2) + —g(—x)
= —[f(=2) + g(-2)]

Nota que como acabamos de ver f(z)+g(z) sigue en X porque f(x)+g(z) = —[f(—z)+
g(—z)]. Por lo tanto es cerrado bajo la suma.

e Veamos que sea cerrada bajo el producto por escalar:
Tomemos f € X y a € R y un real arbitrario « y que f por estar en X tenemos que
f(z) = —=f(—z)¥x € R entonces tenemos que:
Y ve que:

af(r) =a— f(-z)

Nota que como acabamos de ver af(x) sigue en X porque af(x) = —[af(—z)]. Por lo
tanto es cerrado bajo el producto escalar.

OscAR ANDRES ROSAS 49 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

CAPITULO 4. SUBESPACIOS VECTORIALES 4.5. EJEMPLOS

= Prueba que X = { (a,b) €C*> | a—b=0},con Vg =C*yF=R
Solucién:

Ok, veamos:

e Probemos que 0 € X
Esta porque (0,0), es decir cuando a = b = 0 cumple que 0 — (0) = 0, por lo tanto
0eX

e Veamos que sea cerrada bajo la suma:
Tomemos &,y € X donde & = (x4, %) Yy ¥ = (Ya, Yp) y como estan en X tenemos que
g —xp =0y Yo — Yp = 0 entonces tenemos que T + § = (4 + Ya, Ya + Ys)
Y ve que:

ZTo+ Yo — (T + ) = (a — 2) + (Yo — Up)
=0+0
=0

Por lo tanto £ + ¥ € X, por lo tanto es cerrado bajo la suma
e Veamos que sea cerrada bajo el producto por escalar:
Tomemos Z € X y a € R donde T = (x4, ) y como esta en X tenemos que x, —xp = 0
entonces tenemos que: af = (ax, + arp)
Y ve que:

axy — (axp) = oz, — xp)

|

Q
S
=
=

Por lo tanto aZ € X, por lo tanto es cerrado bajo el producto escalar
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Combinaciones Lineales
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CAPITULO 5. COMBINACIONES LINEALES 5.1. DEFINICION

5.1. Definiciéon

5.1.1. Definiciéon

Dado un vector ¢ es una combinacion lineal un conjunto de vectores S = { §,...,5, }
si y solo si podemos expresar como:

n
U= E 61.97; todas las a; son constantes del campo
=1

5.1.2. Vectores Linealmente Dependiente
Sea S un conjunto de vectores, denotado sin perdida de generalidad sea S = { vy,..., 1, }

S es linealmente dependiente si existe una combinaciéon lineal no trivial tal que diga
combinacion lineal sea 0.

5.1.3. Vectores Linealmente Independiente

Sea S un conjunto de vectores, son linealmente independientes si la inica combinacion
lineal que da el 0 es solo la combinacion lineal trivial.
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5.2. (Generadores

5.2.1. Definicién

Dado un conjunto de vectores S, donde S # () el generado de S se denomina < S >y
es el conjunto de todas las combinaciones lineales de los elementos de S.

5.2.2. Propiedades

= Sea S un subconjunto de vectores de un espacio vectorial V entonces decimos que
< S > es un subespacio vectorial.

Demostracion:

Sea S un conjunto de vectores, denotado sin perdida de generalidad sea S = { v1,...,0, }

e Ahora, el cero vector esta en < S > simplemente por la combinacion trivial, es decir:
n
0= Z 07; entonces 0 €< S >
i=1

e Dado dos elementos de @, b arbitrarios, entonces tenemosq ue:

n n n
a+b= Zrﬂ'fi —&—Zsi{fi = Z(ri + s;)0;  entonces G+be< S>
i=1 i=1 i=1
e Tenemos que:

n n
kd = k‘Zrﬂ_fi = Z(kri)ﬁi e< S > entonces ka €< S >
i=1

i=1

Por lo tanto todo < S > es un subespacio vectorial.

» Por convensién tenemos que < ) >= 0
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CAPITULO 5. COMBINACIONES LINEALES 5.3. PROPIEDADES DE DEPENDENCIA LINEAL

5.3.

Propiedades de Dependencia Lineal

» Si0 e S entonces S es linealmente dependiente

Demostracion:

Esta es muy facil, considera el conjunto { 0 } entonces lo puedes escribir como 0 = a0 con
a # 0 entonces ya encontraste una combinacién lineal no trivial, y como demostraré en los
siguientes temas veré que sin importar que le anada a un conjunto linealmente dependiente
este seguira siendo linealmente dependiente.

= Sin importar que le anada a un conjunto linealmente dependiente este seguira

siendo linealmente dependiente.

Es decir: Si S; C Sy y 57 es linealmente dependiente entonces Sy también es
linealmente dependiente

Idea de la Demostracion:

Considera que como S; sin perdida de generalidad decimos que S; = { ¥1,...,0, } es L. d.
Entonces existe una combinacion lineal tal que 0 = Z?:l a;U;, donde minimo un ag no es
cero.

Decimos que Sy — Sy = { @1,..., Uy }

. = - koo g o .
Entonces decimos que: 0 = Y a;T; + Y.,_, 04;, bingo, una combinacién no trivial, es un
conjunto linealmente dependiente.

Sin importar que le elimine a un conjunto linealmente independiente este seguira
siendo linealmente independiente.

Es decir: Si S; C S5 y 95 es linealmente independiente entonces S; también es
linealmente independiente

Idea Demostracion:
Considera que como Ss sin perdida de generalidad decimos que Sy = { U1,...,0, } es L. i.

Ahora pensemos en un subconjunto propio de S llamado S;. Vamos a suponer que ese
subconjunto es linealmente dependiente, entonces por el teorema pasado: “ Si S; C Sy v 51
es linealmente dependiente entonces Sy también es linealmente dependiente ” pero espera,
sabemos por hipotesis que S5 es linealmente independiente por lo tanto llegamos a una
contradiccion si suponemos que S es linealmente dependiente, por lo tanto solo le queda
una opcioén, ser linealmente independiente
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= Si cada subconjunto finito de S es linealmente independiente, entonces S es in-
dependiente.

Demostracion:

Probemos por contrapositiva, es decir, vamos mejor a probar que si S no es linealmente
independiente es decir, si S es linealmente dependiente entonces no cada subconjunto finito
de S es linealmente independiente.

Es decir, basta ver que si S es linealmente dependiente, existe un subconjunto finito que es
linealmente dependiente.

..., esto va a estar feo.

Considera & € S, ahora, si Z = 0 ya acabamos porque { 0 } es linealmenete dependiente
entonces por otro teorema anterior sin importar que le anada todo superconjunto de S es
linealmente dependiente incluyendo a S.

Ahora, si & # 0 entonces S’ = { Z } es linealmente independiente, ahora vamos a empezar a
anadir cada uno de los elementos de S a S’ hasta que el anadir a otro elemento nos oblige
a que S’ sea linealmente dependiente. Ahora, si podemos tomar todos los elementos de S
antes de que eso pase, entonces S es Linealmente independiente, contradicciéon, por lo tanto
tenemos acabar antes de tomar a todos los elementos de .S, ahora, lo que nos hemos creado
es un subconjunto de S que es linealmente dependiente, y ya, sin importar que le agreges,
seguira siendo linealmente dependiente.

= Si S es linealmente independiente entonces:
SU{ U} es linealmente dependiente si y solo si ¥ €< S >

Demostracion:

Esta esta buena, si S es linealmente independiente si y solo si 0 = Z?:o a;U; implica que
todas las a; es cero.

Ahora si SU{ ¥ } es dependiente entonces podemos decir que 0 = >_1  a;¥; + ko' con k # 0.

a;

Por lo tanto podemos dividir todo entre k y despejar y decir que: v = Z?:o 2 7; entonces
ya vimos que podemos escribir a ¢ como combinacién lineal de elementos de S entonces
pertenece al generado de S.

Y bueno, el regreso es lo mismo n.n

— —

» Si {7} es linealmente dependiente si y solo si { ¥+ @, — @ } es linealmente
dependiente

» Si{ @ U} eslinecalmente dependiente entonces tenemos que do € F | 4 = ot

= {7} donde @ € Vg es linealmente independiente si y solo si 7@ # 0
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5.4. Bases

5.4.1. Definicién

Dado una base [ para un espacio vectorial, Vg es un conjunto de vectores linealmente
independiente tal que < 8 >= V.

Nota que < ) >= { 6} Por lo que () es una base de { 6}

Decimos que un espacio vectorial Vi sea de dimension finita si es que existe una base
de cardinalidad finita

Llamamos a la cardinalidad de un base de un espacio vectorial su dimension

5.4.2. Base Canodnica

Nota que para F" la base canénicaes { ey, ...¢, } dondee; = (0,...,0,1,0,...,0)
donde 1 es el énesimo lugar.

» En M,,«,(F), la base canénica es { EVY ... E% ... E™ } donde tenemos que:

a;, ;=0 sir#iyj#s
a ;=1 sir=iyj=s

Vam e B° {

» En P"[F] la base canénica es: { 1,z, 2%, ..., 2" }

En P[F] la base canénica es: { 1,z,22,... }
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5.4.3. Propiedades

= Dado Vp y 8 C Vg tenemos que [ es base de Vr si y solo si existe una tnica
combinaciéon lineal de los elementos de [ que da a cada elemento del espacio
vectorial.
Demostracion:
Primero la ida:

Supongo que § es base de Vp, sin perdida de generalidad decimos que g = { @y,..., 4, }
entonces para cualquier elemento arbitrario tenemos que v = Z,?:l a;i;, ahora supén que
existe otra forma de escribirlo, es decir:

n n
E a;t; = E b;t; con algun a; diferente de b;
i=1 =1

Pero si despejamos tenemos que:

n n
6 = Z(az — bi)ﬁi como algun a; diferente de b; 75 Z 0u;

i=1 i=1
Pero (3 es base, por lo tanto es linealmente independiente por lo que eso es una contradiccion,
por lo que no existe mas que una forma de escribirlo.
Por otro lado tenemos:
Supon que V' € Vg N { a1,...,a, } | =1 ati;
Por hipotesis tenemos que < 3 >= V.

. . . . =g e d
Ahora, basta con ver que 3 es linealmente independiente pero mira 0 = Z?zl 0u; esa es una
combinacion lineal en 3, pero es unica por lo tanto es linealmente independiente.

B << A>>=< A>
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» Si S C Vg, ycon S finito y tenemos < S >= Vp entonces existe una base f del
espacio vectorial tal que 8 es subconjunto de S

Demostracion:

Si S = () entonces S es la base el Espacio { 0 } Y este espacio cumple todo lo que necesitamos

pues su base es el vacio.
Ahora, podemos decir que Vp # { 0 } por lo que su base no esta vacia.

Ahora, tomemos entonces uno a uno elementos de S, por ejemplo a ¥, entonces { ¥ } es lineal-
mente independiente, ahora sigamos anadiendo elementos a este conjunto de tal que manera
que creeemos al maximo conjunto con elementos de S que sea linealmente independiente,
llamemosle § a ese conjunto entonces por construccién S es linealmente independiente.

Ahora veamos que cualquier elemento de S se puede escribir como combinacion lineal de .

Ahora, no puede haber un elemento en S, llamemos ¥ que no pueda encontrar en el gene-
rado de 8, porque esi asi fuera entonces S U { & } serfa linealmente independiente, pero por
construccién S es el mayor subconjunto linealmente independiente de S.

Por lo tanto S C< 8 >, es decir, si algo esta en S se puede escribir como combinacion lineal
de elementos de .

Ahora, como < S >= Vf eso quiere decir que cualquier vector del espacio se puede escribir
como combinacion lineal de S, donde cada elemento de S se puede escribir como combinaciéon
lineal de 8 por lo tanto tenemos que si £ € Vp entonces z €< § > por doble contencion
entonces: < § >= Vg

» Dado Vg =< G > donde G = { 1, ...,4, } donde G es base. Ademas, dado a L
como subconjunto linealmente independiente de Vy tal que |L| = m, y m < n,
entonces existe otro conjunto H tal que |H| =n —m tal que < LU H >= Vp

Demostracion:

Esta sale por induccién sobre m, si, quiza este algo aburrido, pero ahi va:

e Caso Base:
Probemos con m = 0, entonces L = (), por lo tanto piensa que < fUG >=< G >= Vg

e Ahora suponemos el teorema cierto para alguna m mayor que cero

e Ahora provemos para m + 1:
Sea L = { ¥1,...,Um,Um+1 + linealmente independiente entonces L' = { ¥1,..., 0, }
también lo es.
Por hipotesis de induccion del paso 2, tenemos que existe un H C G tal que |[H| = n—m,
sabemos que dicho H cumple que < HU L' >= Vp
Sin perdida de generalidad digamos que H = { @1,...,Up—m }
Ahora ¥,,41 pertenece a Vg, entonces se tiene que expresar como combinacién lineal de
elementos de H y de L', ahora alguno de los elementos de H (digamos ;) tiene que
ser diferente de cero, porque sino todos fueran cero podriamos expresar a Uy, 1 como
combinacién lineal de L/, por lo que L no seria linealmente independiente, pero por
construccion lo es. Asi que no. -.-
Ahora usemos a ese elemento que no es cero y despejemos a ¥,+1, entonces podemos
expresarlo como combinacion lineal de L' y de H' donde H' = H —{ 4; } entonces mira
que < LU H' >= Vy.
Y queda demostrado.
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= Dado S una base de Vg cualquier otro conjunto linealmente independiente de n
elementos es una base de V.

Demostracion:

Usemos el teorema que dice que “ Dado Vy =< G > donde G = { @y, ...,d, } donde G es
base. Ademas, dado a L como subconjunto linealmente independiente de Vg tal que |L| = m,
y m < n, entonces existe otro conjunto H tal que |H| =n —m tal que < LUH >=Vp”

Entonces, supongamos un conjunto S = { Uty .o, iy }, entonces por ese teorema existe otro
conjunto de n — n elementos que al unirlo con S puede generar a Vp, pero un conjunto de 0
elementos es el vacio, por lo tanto < § >= Vp, por lo tanto por definicién es base.

= Todas las bases de Vy tiene la misma cardinalidad

Demostracion:
Ok, este esta bueno, sea S un conjunto de méas de n elementos.
Ahora vamos a pensar que es linealmente independiente, veamos que pasa:

Suponte un subconjunto de S, llamada miniS que tenga ahora si n elementos, ademés como
supusimos que S es linealmente independiente, entonces todos sus subconjuntos en especial
miniS también es linealmente independiente. Ahora bien por el teorema anterior tenemos
que cualquier conjunto linealmente independiente de n elementos es una base, por lo tanto
miniS es base. Entonces recuerda que podremos escribir a todos los elementos de Vg como
combinacion lineal de miniS, eso incluye a todos los elementos de S — miniS, por lo tanto
S no puede ser linealmente independiente, pero dijimos que si, es decir contradiccion.

Si algun subconjunto del espacio vectorial tiene mas de n elementos entonces no puede ser
linealmente independiente y por lo tanto no puede ser base.

Ahora bien si S tiene menos de n elementos, digamos que tiene m elementos, entonces
tampoco puede ser base pues por el teorema: “ Dado Vp =< G > donde G = { @y, ..., 4, }
donde G es base. Ademas, dado a L como subconjunto linealmente independiente de Vp
tal que |L| = m, y m < n, entonces existe otro conjunto H tal que |[H| = n — m tal que
< LU H >= Vp ” necesitamos agregarle otro conjunto de n — m elementos para que pueda
generar a Vp entonces tampoco puede ser base.

= Cualquier conjunto de n-+1 vectores en un espacio de dimensién n es linealmente
dependiente.

Demostracion:

Suponte que no, que encontramos un conjunto S C Vg donde dim(Vg) = n que tenga n + 1
elementos y supongamos que sea linealmente independiente.

Suponte un subconjunto de S, llamada miniS que tenga ahora si n elementos, ademés como
supusimos que S es linealmente independiente, entonces todos sus subconjuntos en especial
mantS también lo son, por lo tanto miniS es linealmente independiente.

Ahora bien por el teorema anterior tenemos que cualquier conjunto linealmente independiente
de n elementos es una base, por lo tanto miniS es base. Entonces recuerda que podremos
escribir a todos los elementos de Vp como combinaciéon lineal de miniS, eso incluye al
elemento que esta en S pero no en miniS, es decir que esta en S — miniS, por lo tanto (y
gracias a un teorema anterior) S no puede ser linealmente independiente porque podemos
escribir a uno de sus elementos como combinacién lineal de otros, pero dijimos que si era
linealmente independiente, es decir contradiccion.
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Podemos ahora generalizar un poco el resultado y ver que hemos dicho también que sin im-
portar que elemento anadas a un subconjunto linealmente dependiente, este sera linealmente
dependiente, por lo tanto de manera general tenemos que: Si algun subconjunto del espacio
vectorial tiene mas de n elementos entonces no puede ser linealmente independiente.

» Todo subconjunto 5 de Vg linealmente independiente con || < ny n = dim(Vy)
entonces puede ser completada hasta que 3 sea base.

= Dado W subespacio vectorial de Vg donde dim(Vg) = n entonces dim(W) < n.
Y si dim(W) = n, entonces tenemos que W =V

s Si Wi, Wy, W3 es subespacio vectorial de V entonces W; UW, C W3 entonces
Wi+ W, C Wy

Demostracion:

Sea ¥ € W; +Ws, entonces lo podemos dividir en &7 + &2, por lo tanto como ¥; € Wy
también esta en W3, de manera analoga con Z2, y como W3 es en si un espacio, es cerrado

bajo la suma y estan en W
= W; UW; es un espacio vectorial si y solo si uno es un subconjunto del otro

= Dado un subespacio vectorial W de V y ¢ € V entonces tenemos que:
{ U} + W es un subespacio si y solo si v € W

Demostracion:
Por un lado supongamos que { ¥ } + W es un subespacio por lo tanto contiene al 0.
Ahora, si ¥ = 0, entonces como W es espacio, también lo contiene y ya acabamos.

Por otro lado si no es el cero vector tenemos que 0 € {7} + W se tiene que expresar como
0 = 7+ Z, y como los inversos son unicos en Vg entonces Z = —7, con & € W, pero como
es un espacio entonces es cerrado bajo el producto y tenemos que —v' € W por lo tanto
(-l)—v=0veW

Por otro lado si @ € W entonces { 7} + W = W porque como W es cerrado bajo la suma
podemos ver que VZ € W, T+ & € Vy, es decir, { 7 } + W y W son la misma cosa -.-
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» Dados Vp y @, v € V. Si {4, 7} es base de Vg, entonces para cada a,b €
F— { 0 }, { aw, by } también lo es.

Demostracion:

Ok, sabemos que { @, ¥ } es base de Vp, por lo tanto, ese pequeno conjunto cumple que
{ @, 7} es linealmente independiente y que genera a V.

Ahora veamos que pasa para algunas a, b arbitrarias (pero que no sean cero) con este conjun-
to: { a@l, by }, veamos si es linealmente dependiente, es decir existe una combinacion lineal
no trivial que te da el cero vector. Es decir si existe k1, ko con alguno minimo diferente de
cero para los cuales la ecuacion 0= kiat + kobvU tiene solucion.

Ahora, sabemos que { @, @ } es linealmente independiente por hipotesis, por lo tanto podemos
decir que la ecuacion 0 = g1 4 + go¥ implica que g1 = g2 = 0.

Entonces ve que por lo anterior 0 = (kja)i + (k2b)¥ nos obliga a que kia y kob sean cero,
pero es que a, b no pueden ser cero por hipotesis, por lo tanto tenemos que ve que k1, ko son
cero.

Por lo tanto { a#, b0 } es linealmente independiente.
Ahora, veamos que { @, @ } sigue generando a V.

A ver, por un lado tenemos que { @, 7 } genera a Vp, es decir VZ € Vy podemos decir que
T =kiu+ kot

Ahora hagamos magia:

T = kitd + kU por lo de arriba
ki ke . o
= —au + ?bv Podemos dividir porque ni a ni b son cero
a
= k’laﬁ + k;b’t_f Mira, lo pude escribir como combinacion lineal de ai, bt

Mira, como aun puedo escribir cualquier elemento de Vg como combinacién lineal de los
elementos de { at,bv }. Por lo tanto sigue generando a V.

Por lo tanto { at,bv } es base.
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= Sean Bi, B, dos bases ajenas de dos subespacios vectoriales Wi, Wy de Vg, en-
tonces si By U By es base de Vg entonces Wi @ Wy = Vg

Demostracion:

Ok, este teorema parece tener mucho sentido, veamos porque: Por un lado si By U By es base
de Vg entonces vemos que By U By es linealmente independiente. Ahora por ser bases ellas
tienen que ser linealmente independientes, ahora, ademéas nos dicen que son bases ajenas, es
decir que no tienen elementos en comun.

Sin perdida de generalidad tenemos que By = { ¥1,...,0, } y B2 = {@1,...,Um } v que
dim(Vg) =n+m

Ahora probemos las 3 propiedades para ver que ambos subespacios son una suma directa:

e W, W5 son subespacios vectoriales de Vg
Por hipotesis tanto Wy como Wy son subespacios de V.

—

e Winw, = {0}
Ok, para demostar eso, tomemos a £ € W; "W ahora a fin de cuentas & € Vg por
lo tanto como sabemos que By U By es base tenemos por un teorema anterior que un
conjunto es linealmente independiente si y solo si solo hay una manera de escribir a cada
elemento de su generado como combinacion lineal, es decir & = Y1 ¢;U; + Y 1o ¢l
Ahora, como ¥ € W, entonces & = 2?21 a;U; y como T € Wy entonces & = Z:il b;t;
Ahora, si te das cuenta parece que tenemos a 3 maneras distintas de escribir a & como
combinacién lineal de elementos de su base, pero sabemos que dicha combinacién lineal
debe ser unica por hipotesis de que By U By es base, por lo tanto solo nos queda que
ci:aizbizoporlotantof:(j.

Por lo tanto acabamos de demostrar que si tomamos algiin elemento de la interseccién
de dichos subespacios este tiene que ser el 0.

e Probemos finalmente que W, + Wy = V.
Ahora hagamos esto por doble contencién, por un lado sea & € Wi + W, entonces
=121+ T2 con ¥1 € Wy y ¥y € Ws, como estamos hablando de espacios vectoriales,
tienen que ser cerrado bajo la suma, por lo tanto & € V.
Ahora tomemos a un elemento ¢ € V, entonces se puede expresar como combinaciéon
lineal de la base que es By U B, es decir §f = Y i ¢;0; + 2o Cill;
Ahora, podemos reacomodar esto y ver que ¢y = > . ¢;U; y Yo = 3o, ¢;U;. Ahora creo
que es obvio que y; € Wy y y3 € Wy por lo tanto hemos podido escribir a un elemento
arbitrario de V como suma de dos elementos i = 4 + >. Por lo tanto ambos conjuntos
son iguales Wy + Wy = V.
Por lo tanto la suma de dichos espacios, W1, W5 si es V

CoMPILANDO CONOCIMIENTO 62 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com

CAPITULO 5. COMBINACIONES LINEALES 5.4. BASES

—

» Si{ @, U,% } son base de Vg entonces { ¢+ 4 + o, @ + W, W }
Demostracion:

Esta demostracion se ve buena, tomemos la ecuacion:

0= a1 (v + @ + @) + az(@ + ) + az@
= (a1)U + (a1 + a2)d + (a1 + as + az)w

Ahora como { @, ¥, } es base, es linealmente independiente por lo tanto la unica combina-
cién lineal que nos da el 0 es la trivial por lo tanto 0 = (ay)7 + (a1 + a2)@ + (a1 + ag + a3)w
nos obliga a que a3 = a1 + a2 = a1 + az + ag = 0, por lo tanto todos son cero, por lo
tanto { U+ 4 + W, @ + W, W } sigue siendo linealmente independiente y sabemos por hipo-
tesis que si { @, ¥, } son base, entonces la dimension del espacio vectorial es 3, por lo
tanto cualquier conjunto linealmente independiente de 3 elementos es base, en este caso
{v+d+w,d+ v, }
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5.4.4. Ejemplos

= ;El conjunto { (1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0) } es una base para F*

con I siendo un campo cualquiera?.
Si lo es, entonces encontremos la representacion de (aq, as, ag, as) como combina-
cion lineal del primer conjunto.

Solucién:

Veamos si es primero base, para eso veamos que tiene cuatro elementos por lo tanto solo nos

falta por ver si es linealmente independiente:

(0,0,0,0) = k1(1,1,1,1) + ko(1,1,1,0) + k3(1,1,0,0) + k4(1,0,0,0)
= (k1 + ko + k3 + kg, k1 + ko + k3, k1 + k2, k1)

Por lo tanto tenemos que k1 = 0, ahora sabemos tambien que ki + ko = 0, por lo tanto ks
es 0, ahora k1 + ko + k3 = 0, por lo tanto k3 = Oy finalmente k; + ks + k3 + k4 = 0, por lo
tanto ks = 0

Por lo tanto es linealmente independiente, pero como también tiene 4 elementos, podemos
concluir que es una base de F*.

Ahora podemos ver que:

(a17a27a’37a'4) = +cl(1a la 17 1) + CQ(Ia la 1) 0) + CS(la la Oa 0) + 04(17 O? 0) O)
=(c1+ca+c3+es,c0+ca e300+, 0)
= +[a4](17 1; 1, 1) + [a3 - CL4](1, 1, 170) + [a2 - a3](17 1, 07 0) + [al - G’Q](lv 0, 070)
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CAPITULO 6. PRODUCTO INTERNO 6.1. DEFINICION

6.1. Definicion

Recuerda que al final este libro es sobre Algebra Lineal, asi que hablemos de vectores,
resulta que he dejado hasta este momento un tema bastante importante para muchos:
El producto interno.

Un producto interno es una funcién que toma dos vectores, dos elementos de un espacio

vectorial y que nos regresa un escalar, solo eso, es cualquier funciéon que cumple que:

Esta definicion esta claramente inspirada en los vectores clasicos de geometria en la
que UN, un producto interno es el producto punto, que esta definido usando la nociéon
de angulo entre vectores y longitud de un vector.

Sin embargo veremos que podemos darle al vuelta y definir mejor de manera mas ge-
neral un producto interno y usandolo definir todas las nociones de “longitud”, “angulo”,
etc y usandolo es que definiremos cosas como la ortogonalidad o cosas asi.

Es decir, con el producto interno y la nociéon de un espacio vectorial (en el que podemos
sumar vectores y multiplicar por escalares) podemos hallar una féormula para cualquier
cosa.

Repito una idea que dije a la ligera antes, No hay UN producto interno, hay
muchos, infinitos.
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6.1.1. Algunas definiciones

Estas definiciones son cléasicas, pero como dije antes, en general hay una infinidad de
productos internos, todos creados iguales, y que estan expresados en cosas que podemos
hacer con cada “vector”.

Con los vectores normales podemos tener angulos entre ellos, podemos hablar de sus
longitud y cosas asi, para los polinomios podemos definir productos internos usando
cosas como evaluacion de polinomios o usando derivadas o integrales.

s Vectores “Normales”

<c?, l;) =d-b:=|d| ’E‘ cos ()

s Polinomios

= R*
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6.2. Cosas que podemos definir con esto

6.2.1. Longitud
Definimos la longitud de un vector como:

|1Z]] == (&, 7)

6.2.2. Ortogonalidad

Definimos que un vector @ es ortogonal a otro vector b otro si y solo si su producto
interno es cero escalar.

—

(@0) =0

6.2.3. Proyecciéon y Ortogonales

Definimos la Proyecciéon de a sobre b como 15, que esta dado por:

. 1 -
P:=——(a,b)b
(b,0)

Definimos la parte del vector @ que es ortogonal al vector b como 7, que esta dado por:

J=di-P=d—— (@b0b

6.2.4. Descomposicién en Combinacién Lineal de la Base

Considera que tienes una base que es ortogonal, entonces para encontrar la descompo-
sicion de un vector ¥ con respecto a un vector de la base €; como:
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CAPITULO 7. COSAS ORTOGONALES-NORMALES 7.1. DEFINICION

7.1. Definiciéon

En general decimos que dos vectores con ortogonales si es que el producto interno de
ambos es el escalar cero.

Y decimos que son ortonormales si es que son ortogonales y a parte tienen una magnitud
de 1.
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7.2. Matrices Ortogonales

Una matriz ortogonal es aquella matriz Q) € M,,, cumple que:

Decimos de otra manera que una matriz ortogonal es aquella que esta formada por
vectores columna que son ortonormales, y si lo dije bien, tienen que ser ortogonales.

7.2.1. Propiedades

» Las matrices ortogonales conservan normas

Demostracion:

Nota que:

1Q7]* = (Qv)"(Q7)
— ,D‘tQtQ,U
= t1d, v

_;t

—

v

17

= Una matriz creada con vectores columna que son ortogonales entonces eso no
implica que sus filas sean ortogonales

» Una matriz creada con vectores columna que son ortonormales (una matriz or-
togonal) entonces eso implica que sus filas son ortonormales

» Si () es una matriz ortogonal entonces |Q| = £1
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CAPITULO 8. CARACTERISTICAS DE LAS LINEALES 8.1. DEFINICION

8.1. Definicion

Sean V y W espacios vectoriales sobre F.

Una funcién T : V — W se le llama una transformacion lineal de V. .a W si y solo si
Vi, iy € Vycé€F tenemos que:

= T @+, 9) =T @)+, T (Y)
» T (cZ) = T (T)

Claro esta que podemos simplificar el proceso en una sola condicién, esta serd que
nuestra transformacion lineal 7 conserva las combinaciones lineales, es decir:

Una funcion 7 : V. — W se le llama una transformacion lineal de V. a W si y solo si

VZ,jeV y ceF T (cZ+, y) =T (%) +, T ()

8.1.1. Espacio de las Transformaciones Lineales

El conjunto de todas las posibles transformaciones lineales de V. a W es un espacio
vectorial en si mismo, con los vectores siendo funciones estas las denotamos como

L(V, W)

Esto lo vamos a demostrar despies :v
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8.1.2. Ejemplos
Ejemplo 1:
Sea R3 — R? tal que:

t xr—z
Tlv)= <y+2)

z

Probemos que esta 7 es una Transformacion Lineal:

Probemos la primera propiedad como:

T To 1+ X9
T(Ul+v2) =T yi | + | v =T | vty
21 Z9 21 + z9

_ ((a;1 + 2 (21 + zg))

) — T+ Xy — 21 — 29
(1 +12) + (21 +2) Y1+ Y2+ 21+ 22
( )+

)+

_ ( r1— 21) + (x2 — z2)> _ (xl — 21) (xQ — 22)
(1 +21) + (g2 + 22) Y1+ 2 Y2 + 22
T T
=Ty | +T|y
21 )
=T (1) + T (vg)

Probemos la segunda propiedad:

xr axr
T(av) =T la- |y =T | ay
4 oz
aAr — Az xr — Z v
:<ay+az):a'(y+z):a‘7r Y

=a-T(v)

Por lo tanto las 2 propiedades se cumplen asi que si que es una transformacién lineal.
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Ejemplo 2:

Ve que falla con el siguiente intento de Transformacion Lineal:

Sea Rq[z] — R3] tal que:

T (ao + a1+ a2x2) = (3 + apx + a1x® + a2x3)

Esta muere de una manera muy estipida, pues no lleva el cero vector al nuevo cero
vector XD.
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8.1.3. Propiedades

L] T (6v> - 6W
Demostracion:

Esta esta muy facil:
T(0) =T @-8) =T @ -T (@ =0n
» Dados V, W sobre el mismo campo (y ambos de dimension finita), entonces y sea

B={u,...,U, } base de V
Tomando a otro conjunto v = { @, ..., w, } C W existe una UNICA transfor-
macion lineal 7 : V. — W tal que 7T (¥;) = j;
Es decir existe una unica transformacion lineal tal que T[B] =~

Demostracion:

Vamos a crear esa dichosa T, antes, sea £ € V, ahora como B es una base podemos decir
que existe una tnica manera de escribirlo como combinaciéon lineal de sus elementos.

n
Digamos & = E a;v;
i=1
Ahora, digamos que T es una funcién dada por:

n
i=1
Ahora, por como definimos a T es obvio que T (¢;) = w;, por lo tanto nuestra propuesta de

T cumple con nuestros prerequisitos. Ahora, demostremos que es lineal.

Eso esta facil, porque sean @, v € V, entonces @ = Y, bU; y U= > ., ¢;U; y sead € F,
entonces decimos que:

T (di+7%) =T (d (i biUi) i <Zj; m))
<Z db; m) + (Zn; Cz'@))
(g(dbi + cM))

= Z(dbi + )T (@)
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Ahora, supon que no es tinica, que tenemos otra transformacion que sea lineal y que cumpla
lo que le pedimos al inicio, llamemosla R

Entonces:
n
R(f) =R E a;U; Despues de todo podemos ver a & como combinacién lineal de la base
=1
n
= E a; Rv; Despues de todo R es lineal
i=1
n
= E a;W; Quiero que R cumpla con las condiciones
i=1
n
= E a; T(ﬁl) Uhhhh, pero mira que 7 también cumple, ya lo probamos

n
=T <Z aﬁi> Y T también es lineal :v

=T (& Tomala perro

Por lo tanto, son la misma, -.-
= Sean V, W espacios finitos, y dos transformaciones lineales T', U entre los dos, aho-
ra, si B es una base de V entonces sin perdida de generalidad B = { 4, ..., 9, }

SiT(z;)) =U(x;) Vie{l,...,n},esdecir si manda a los elementos de la base
a los mismos vectores. Entonces son la misma transformaciéon
Demostracion:

Es un colorario del teorema de arriba.
= Las suma y el producto por escalares de transformaciones lineales tambien son
transformaciones lineales.

Es decir, sean T, U : V — W transformaciones lineales y a € [F entonces a1+ U
es también una transformacion lineal

Demostracion:

Esta va a quedar con una sencilla ecuacion:

(aT + U)(dZ + 4) = (aT')(dZ + §) + U(dZ + 7) (f +9)(@) = f(z) + g(x)
— o(T)(dZ + §) + U(dZ + §) (k1)) = KL ()]
— o(T)(dZ) + a(T)(§) + U(dZ) + U(§)  Como son lineales
= a(T)(dZ) + U(dZ) + o(T) (%) + U (%) Reacomodamos
= d[a(T)(Z) + U(Z)] + [a(T)(¥) + U(7)] Reacomodamos
— d(aT + U)(&) + (aT + U)(#) Magia

El conjunto de todas las posibles transformaciones lineales de V a W es un espacio vectorial
en si mismo, con los vectores siendo funciones estas las denotamos como L£(V, W)
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= Sea V, W espacios vectoriales con subespacios Vi, W1, respectivamente.

SiT:V — W es lineal, entonces:
T[Vl]SFW y {$€V|T(LIZ)EW1}§FV

Demostracion:

Primero vamos a ver que T[V;] <gp W esto se hace en 2 pasos:

e Nota que V; es un subespacio entonces ya tiene al cero vector simplemente por ser un
subespacio, ahora como T es una transformacion lineal, ya sabemos que T'(0) = 0, por
lo tanto este también esta en T[V4], por lo tanto 0 € T[V]

e Vamos tomemos ¢ € Fy ¢, 9> € T[V;] entonces tenemos &1, Zs € Vy tal que T(Z1) = 1
y T(%2) = go.
Entonces tenemos que T'(z1 +x2) = y1 +y2 y T(cx1) = cy1, por lo tanto y; + ya, cyr €
T[V4]

Ahora vamos a probar que { x € V | T(x) e W; } <p V.

e Nota que W; es un subespacio entonces ya tiene al cero vector simplemente por ser un
subespacio, ahora como 7" es una transformacion lineal, ya sabemos que 7'(0) = 0, por lo
tanto este tambiénestaen { t € V. | T(z) € Wy },porlotanto0 e {z €V | T(x) e Wy }

e Vamos tomemosc € Fy ¢, 92 € {2 € V | T(x) € W; } entonces tenemos &1, € Wy
tal que T'(7h1) = &1 v T(§2) = Ta.
Entonces tenemos que T'(y1 +y2) = 21 + 22 y T(cy1) = cxy, por lo tanto y; + yo, cyr €
{zeV | T(x) eW; }
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8.2. Kernel y Rango

8.2.1. Definiciéon del Kernel

Sean V y W espacios vectoriales sobre F. Y sea 7 una transformacion lineal de V a W

El Kernel de la Transformacion Lineal 7 o Nicleo es el conjunto de todos los vectores
originales (osea U € V) tales que al momento de aplicarles la transformacion estos son
llevados al origen (osea Oyy)

O dicho con el bello lenguaje de matematicas:

Kernel(T) = N(T) = { FeV | T(@) =0y }

Recuerda que un Kernel siempre siempre sera un Subespacio Vectorial y solemos llamar
a su dimension la Nulidad.

8.2.2. Definicién del Rango

Sean V y W espacios vectoriales sobre F. Y sea 7 una transformacion lineal de V a W

Tambien tenemos a la hermana perdida del Kernel, la llamamos la Imagen, la cual la
definimos asi:

La Imagen de una Transformacion Lineal 7 es el conjunto de todos los vectores nuevos
(osea W € W) que podemos ’crear’ desde los vectores originales (osea U € V) usando la
Transformacion Lineal.

O dicho con el bello lenguaje de matematicas:

—

Rango(T) = R(T) = Imagen(T) = { T@E)eW | ¥eV }

Recuerda que una Imagen siempre siempre sera un Espacio Vectorial y solemos llamar
a su dimension Rango.
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8.2.3. Propiedades

» K|[T] es un subespacio vectorial de V
Demostracion:
Dados V y W y una transformada lineal que va de V a W. Entonces tenemos que:

e El cero esta.
Como T (Gv) = GW
Entonces mapea el cero a cero y mas aun, ahora sabemos que el Kernel nunca sera un
conjunto vacio.

e Conserva las operaciones
Dados @,b € K[T] entonces tenemos que lo nico que nos queda por probar es que

di+b sigue en el K[T], es decir que T (dc’i + g) = Ow, vamos a demostrarlo:

=

T (d6+ b) T (dd) + T (5)
= 7 (da@) + Ow
= dT (@) + Ow
= dOyw + Ow
= Ow + Ow
= Ow
Por lo tomamos d, b que estan en el Kernel, y tenemos que da + b sigue en el Kernel

Por lo tanto si, si es un subespacio.

» R[T] es un subespacio vectorial de W
Demostracion:
Dados V y W y una transformada lineal que va de V.a W. Entonces tenemos que:
e FEl cero esta.
Como T (6V> = Ow

Entonces el Ow € R[T] porque existe un vector en V al que la transformacion lineal lo
manda.

e Conserva las operaciones .
Dados @,b € R|T], es decir existen vectores tales que 7 (¥) =ay T (4) =b
Lo tnico que nos queda por probar es que dd + b sigue en el R[T], es decir que 3% €
VI T (dd + E) = Z, vamos a demostrarlo:

Por lo tanto & = da + b, y da + b sigue en el Rango

Por lo tanto si es un subespacio
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» Sea B una base de V entonces R[T] =< T[B] >

Demostracion:

A fin de cuentas es la igualdad entre 2 conjuntos, asi que vamos por doble contencion para
hacerlo. Sea B = { 91, ..., 9, }, entonces:

—

e Por un lado, sea @ € R[T] entonces tenemos que existe un & € V que al 7 (Z) = @
donde tenemos que T = Z;L:l a;U;, entonces:

T(f) =T (Z aiﬁi) = ZT(G,UZ) = ZazT(ﬁz)
i=1 ]

Y nota que Y., a;T (¢;) €< T[B] >
e La otra contencidén es .... es basicamente lo mismo

s Teorema de la Dimensiéon

Sea V y W espacios vectoriales sobre el mismo campo, sea 7 : V — W una trans-
formacion lineal y las dimensiones de ambos espacios finitos, entonces tenemos

que: dim(V) = dim(K([T]) + dim(R[T])
Demostracion:

Fijemos la dimension de V a ser n, un natural. Ahora, por el mero hecho de que K[T] es un
subespacio de V tenemos que dim(K[T]) < dim(V).

Ahora, sea { U,...,7U; } una base de K[T], ahora, como es un conjunto linealmente inde-
pendiente de V podemos extenderlo hasta que sea base del mismo V.
Es decir, sea B ={ U1,..., Uk, Uk41s--,Un }-

Ahora veamos que pasa al aplicarle la transformacion lineal a ese conjunto, es decir 7. Ahora,
ya habiamos demostrado el generado de la transformacion lineal de una base es R[T]. Ahora,
yo te digo, que S = { T (Ux+1),..., T () } es base de R[T].

Y te lo voy a demostrar:

e Por un lado S genera a R[T] porque sabemos que < T[B] >.

—

Pero, (T[B]) = (0, T (@), ... T(7))
Pero espera, todos los primeros k elementos de B por definicién son mapeados al cero,
pero R[T] es ya un espacio por lo cual ya tienen al cero, y no aporta nada.

e S es linealmente independiente:

Demostracion:
> b T(W) =0T (Z b@) =0
k+1 k+1

Pero B es un base, por lo tanto es linealmente independiente, por lo tanto tenemos
n — = . .

que » ;. bt = 0 implica que todas las b; = 0.

Ademas recuerda que { ¥1,...,7x } es base del Kernel es decir a todos los elementos
que T (Z) = 0, por lo tanto (y ya que B es base, es decir tiene que ser linealmente
independiente) por obliga a que todas las b; sean ceros, es decir, si que era linealmente
independiente

Ahora, ya vimos que dim(V) = n, dim(K|[T]) =k y dim(R[T]) =n—k
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= 7 es lineal entonces T es inyectiva si y solo si K[T] = { 0 }

Demostracion:
Por un lado supongamos a 7 como inyectiva.

Ahora, sabemos que una transformacion lineal manda al cero al cero, entonces minimo el
Kernel no esta vacio.

Ahora tomemos un elemento en el Kernel x € KJ[T], ahora como suponemos que 7 es
inyectiva 7 (Z) = Ow = 7 (0) entonces & = 0.

Ahora supongamos que K[T| = { 0 }

Entonces tomemos en enunciado 7 () = 7 (%) entonces T (Z) — T () = 0 entonces T (& —7) =
0 por lo tanto & — § € K[T].

Pero como K[T] = { 0 }, entonces Z — § = 0 entonces Z =  por lo tanto 7 es inyectiva.

» 7 : Vg — W es lineal entonces T es inyectiva si y solo si K[T| = { 0 }

» Dado una transformacion lineal 7 : V — W y con los espacios de dimension
finita entonces tenemos que:
T es inyectiva si y solo si T es suprayectiva si y solo si dim(V) = dim(R][T))
Demostracion:
Ya vimos que 7 es inyectiva si y solo si K[T] = { 0 } si y solo si dim(K[T]) =0 siy solo si
dim(R[T]) = 0= dim(V) si y solo si dim(W) = dim(R[T]) si y solo si W = R[T] si y solo si
T es suprayectiva.

» Sean V, W espacios vectoriales y sean T, U € L(V, W) no nulas.

Si R[T|NR[U] = { 0 }, entonces T, U es un subconjunto linealmente indepen-
diente de L(V, W).
Demostracién:

Este deberia ser sencillo, primero supongamos que no son linealmente independientes es decir
que podemos expresar a T' = kU, entonces tomemos a un vector en el rango de 7' (que no
nos de el cero vector, ni que sea el cero vector), podemos hacer esto porque el dijimos que
ninguna de las transformaciones es nula.

Ahora ve que T'(z) = kU (z) = U(kx), entonces si te das cuenta encontramos un vector en el
rango de ambos que comparten, ahora, como Z # 0 y ademas especificamente seleccionamos
a & para que su transformada no sea cero.

Pero eso es imposible, dijimos que R[T] N R[U] = { 0 }, por lo tanto contradiccion.

T,U es un subconjunto linealmente independiente de L£(V, W)

» Sea V un espacio vectorial y sea T € L(V). Entonces T? = Ty(la transformacion
cero) si y solo si R[T| C N[T.
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Demostracion:
Ok, vamos paso por paso, por un lado:

Supongamos que T2 = Ty entonces tomemos § € R[T] entonces tenemos que § = T(F) para
alguna 7. Y T() = T(T(¥)) = T?(Z) = 0, por lo tanto i € N[T]

Por otro lado tenemos que: Si R[T] € N[T], tenemos que T?(Z) = T(T(¥)) = 0 y ya que
T'(Z) es un elemento de R[T] y como vimos de N(T).
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8.2.4. Ejemplos

» Encontrar una base para el rango y el kernel de: T : Py(R) — P3(R) dada por
T(f(z)) :==zf(x) + f'(z)
Demostracion:

Primero, antes que nada vamos a demostrar que 7' es una transformacion lineal para eso
tomemos arbitrariamente f(z), g(z) € P2(R) y ¢ € R, entonces tenemos que:

T(cf(x) + 9(x)) = x(cf(x) + g(x)) + (cf () + g(x))’

= zcf(z) +zg(x) + (cf(x) + g'(2)
= zcf(z) + zg(x) +cf'(z) + ¢'(x)
= zcf(x) +ag(x) +cf'(x) + ¢'(x)
= zcf(z) +cf'(z) + zg(x) + ¢'(x)

= c(zf(x) + f'(2)) + zg(x) + g'(x)
= (T (f(x))) +T(g9(x))

Ok, ahora veamos que la pasa a una base al transformarla:

TKL%xﬂ]Z{T (), T(=%) }
={ (2),(z* +1),(z* +22) }

Creo que es més que obvio que son independientes linealmente (sobretodo por el grado del
polinomio) y mas ain hemos demostrado que el generado del conjunto de las transformados
de una base de V nos da el Rango de la transformacion, por lo tanto cumple todas las
caracteristicas de una base.

Ahora, por el otro lado, y por el teorema de la dimensiéon tenemos que el Kernel solo contiene
al polinomio cero por lo tanto tenemos que:

e Una base para R[T] es { z, 22 +1,2% 4+ 22 } otra por ejemplo puede ser { x, 22+ 1,23 }
e Una base para K[T] es () es decir el Kernel es { 0 }
» Encontrar una base para el rango y el kernel de: T : M, ,(R) — R dada por
T(A) :=tr(A)
Demostracion:

Primero, antes que nada vamos a demostrar que 7' es una transformacion lineal para eso
tomemos arbitrariamente A, B y ¢ € R, entonces tenemos que:

T(cA+ B) =tr(cA+ B)

= Z(C[A]i,i + Bi,i)

i=0 i=0
= CZ Z [Bli.i)
=0

ctr(A) +tr(B)
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Ok entonces, ya sabemos que es una transformacion lineal ahora, claro que podemos llegar
a cualquier elemento del campo, es decir T'(E7,1) = 1, por lo tanto T'(kE; 1) = k entonces la
base del Rango es claramente 1.

Ahora, el Kernel, el Kernel es otra historia, para empezar podemos pensar en todas las
matrices que tienen cero a lo largo de la diagonal es decir { E; ; | i #j }.

Ahora hay que pensar en las que suman cero, su base claramente son: { E; ; + E,, , | i € [1,2,...,n—1] }

Por lo tanto tenemos que:

e Una base para R[T] es {1}
e Una base para K[T|es{ E;; | it #j}U{E;+E,, | i€[l,2,...,n—1]}
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8.3. Proyecciones

Sean V un espacio vectorial y W1, W5 dos subespacios vectorial sobre [F tal que
Wl EB WQ == V

Una funcion 7 : V — V se le llama una proyeccion de W; sobre Ws si y solo si:

Para & = ¥} + 75 donde x; € W y x5 € Wy tenemos que 7 (7) = 7y

8.4. Invariantes

Sean V un espacio vectorial y sea 7 : V — V una transformacién lineal.

Se dice que W es T-invariante si y solo si W es un subespacio vectorial tal que la
transformacion de todos sus elementos se quedan en W es decir V& € W, T (¥) € W.

8.4.1. Propiedades

= Sea T : V — V una transformacién lineal, entonces { 0 } es un invariante

Demostracion:

Tomemos T[{ 0 }], como 7T es lineal 7(0) = 0 entonces 'T[{ 0 }] = { 0 } que curiosamente
cumple que T[{ 0 }} C { 6}

» Sea 7 : V — V una transformacion lineal, entonces R[T] es un invariante

Demostracion:

Recuerda que R[T] es un subespacio, eso ya lo demostre, ahora tomemos a & € R[T], ahora
como esta transformacion lineal va de V a V entonces ¥ € V entonces como 7 es una funcién
T (Z) esta definida y més atn VZ € R[T], T (Z) € R[T]

» Sea 7 : V — V una transformacion lineal, entonces K|[7T] es un invariante

Demostracion:

Recuerda que K|[T] es un subespacio, eso ya lo demostre, ahora tomemos a & € K[T], por
definiciéon 7 (x) = 0 pero pero K[T] es un subespacio, por lo tanto si tiene al cero.

Por lo tanto Vi € k[T],0 € K[T]
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CAPITULO 9. TRANSFORMACIONES Y LAS MATRICES 9.1. COSAS QUE DEBES SABER

9.1. Cosas que debes Saber

9.1.1. Base Ordenada

Sea V un espacio vectorial finito, una base ordenada para V es una base donde sus
elementos tienen un orden especifico, es decir una secuencia finita de elementos.

9.1.2. Vector Coordenada

Sea B ={ Z4,...,%, } una base ordenada de V, un espacio vectorial finito. Para v € V
n

existen los escalares tnicos tales que ¥ = E a;u;.
i=1

Asi podemos crear el vector columna coordenada:
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9.2. Representacion Matricial

9.2.1. Definiciéon

Sea T : V — W, una transformacién lineal entre dos espacios sobre el mismo campo.
Ahora, sean B = {¥},...,0, } v v = {u1,...,U } bases ordenadas de estos dos
espacios respectivamente.

Llamaremos a la matriz que pertenece a M, (F) una representacion de esta transfor-
macion sobre dichas bases, denotada como:

~v:Base del Contradominio

B:Base del Dominio

Donde la columna j-ésima de la matriz es [T (7)], es decir, la j-ésima columna de la
matriz esta hecha con los escalares de la combinaciéon lineal del j-ésimo vector de la
base como combinacién lineal de los elementos del contradominio.

Ahora como informacién importante recuerda que:
= El nimero de columnas de es el nimero de vectores en la base
= Kl ntimero de filas de es el niimero de vectores en

= Por otro lado si es que tenemos una transformacion lineal de V.— V y hablamos
por lo tanto de la misma base, entonces simplemente decimos:

[ ] B:Base del Dominio

OscAR ANDRES ROSAS 91 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

CAPITULO 9. TRANSFORMACIONES Y LAS MATRICER2. REPRESENTACION MATRICIAL

9.2.2. Propiedades

= Creo que es mas que obvio que si T, U son transformaciones lineales, entonces:
v ol 8l Y Y
[T—i_U}B = [T]B+ [U]B y [QT}B :a[T}B
= Dados V, W espacios vectoriales sobre el mismo campo de dimensién finita, con
bases ordenadas 5,7y T : V— W una transformacion lineal

Entonces para cada elemento ¥ € V tenemos que:

[T@ ], =17 ;7]

Demostracion:

Primero necesitamos una funcion f : F - VY f: F — W lineales y v € V dadas por las
siguientes reglas de correspondencia:

e f(a)=av
e f(a) =a(T (V)
Nota también que T of = g

Entonces es claro que { 1 } una base ordenada de F Ahora veamos que:
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9.2.3. Ejemplos
Ejemplo 1

Sea T : R* — R? dada por T ((a1,as)) = (a1 + 3as,0,2a; — 4ay) con B y 7 las
bases canonicas correspondientes, entonces podemos armar la represetancion matricial
columna a columna:

= Para el primer vector de la base de B

1

T(e) =T (é) - [0

Ahora, solo porque v es la base canonica, esto suena medio estupido, pero lo
podemos ver como:

1 1 0 1

Ol=@) (0] +0O)(1]+(2)][0

2 0 0 2
1

Entonces el primer vector es | 0

[\

= Para el segundo vector de la base de B

T(es) =T (?) (s

—4

Ahora, solo porque v es la base canonica, esto suena medio estupido, pero lo
podemos ver como:

3 1 0 1

0 ]1=@)10]+0O)(1]+(-4]|O0

—4 0 0 2
3
Entonces el primer vector es | 0
—4

Ahora se ve claramente que la matriz que buscamos es:

13
[T]s=(0 o0
2 4
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Ejemplo 2

Sea Vp un espacio vectorial con 5 = { Zy,..., %, } como base ordenada.

Dado que &y = 0

Entonces debe existir una transformacion lineal 7' € L(V) tal que T'(Z;) = 7; — 7,1
para todaje{1,...,n }.

Encontremos [T]3

Solucion:

Vamos a tomar a cada uno de los n vectores de la base 8 y transformarlo entonces:

= Para el primer vector tenemos que T'(#1) = 71
= Para el segundo vector tenemos que T(Z3) = Ty — &1
)

= Para el tercer vector tenemos que T'(Z's

Entonces tenemos los vectores columna seran:

1
0
» Primera Columna 0

0
-1

1
= Segunda Columna | 0

» Tercera Columna 1

Entonces en general:
1 -1 0 0 0]
0 1 -1 0 0
0 O 1 0 0
Tlg=10 0 0 0 O
0 0 0 1 -1
10 0 0 0 1]
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9.3. Composiciéon de Transformaciones

9.3.1. Definiciéon

Sean V, W, Z espacios vectoriales sobre el mismo campo Fy 7 :V—->Wy U :W — Z
lineales.

Definimos entonces a:

UoT =U(T(z) VieV

9.3.2. Propiedades

s U o7 es una transformacion lineal.

Demostracion:

Sean Z,7 € V y a € F entonces

UoT(aZ+v) =U(T(aZ + %))

Existe una transformacion lineal que sirve como identidad, es decir:

Told, =1d,oT =T
To(Ui+Uy)=ToU+TolUsy (Ui +Uy)oT =UoT +Us0T

(TOU1> o U2 = TO(Ul o Ug)
Va € F (aU1)OU2:U10(a/U2) :(I(UloUz)
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s Sean V, W, Z espacios vectoriales sobre el mismo campo F y 7 : V — W y
U:W — Z lineales.

Y sean 3,7, 0 bases ordenadas para los 3 espacios correspondientemente, entonces:

[UoT],=[ULIT];

Idea de la Demostracion:

Sea B={V,....0, },y={t,....U0n}0={21,...,% }

Tomando j € { 1,...,n } tenemos:

(UoT)(@;) =U (T (%))
=U (Z Bk,jak>
k=1
By, ;U (k)
By, ; (Z Ai,k%‘)

A 1B 7%

M-

I
NE

=~
Il

1

I
M-
NE

N
Il
—
=~
Il

1

Entonces los elementos de la columna van a ser:

Vie{l,...p}Ci=) AixBi;
k=1

Que es justo la entrada a entrada de [ U ];[ T }i
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9.4. ENCAJE

9.4. Encaje

9.4.1. Definiciéon

Sea A € M,,x,(IF). Entonces definimos a L, : F" — F™:

La(7) = A(Z) Viel"

9.4.2. Propiedades

» Sea A € M,,»,(IF) entonces L, es una transformacion lineal

Demostracion:

Esta es muy sencilla, tomamos a 7,7 € F" y Va € F, entonces tenemos que:

La(aZ 4+ ) = A(aZ + ¥)
= aA(Z) + A®®)
= ala(Z) + La(y)

» Sea A € M,,«n(F) con 3,7 bases ordenadas basadas en entonces [ L ]7 =A
B

m Ly=Lgsiysolosi A=1B
Demostracion:

Esta es demasiado estipida:

Y Y
Li=Lp < {LAL:A: N [LBLZB

s Lo+ B=Ls+Lp
Demostracion:

Sea & € F", entonces tenemos que:

Lasn(@) = (A+ B)(@)
— (A)@) + (B)(@)

L] LaA = Oé(LA>
Demostracion:

Esta también es sencilla:

Laa(T) = aA(T)
OZLA(_')
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» Si F' € M,«,(F) entonces tenemos que Lap = La(Lp)
» S1 7 : F*" — F™ una transformacion lineal entonces existe una tnica matriz
C e men(F) vy T = L.

De hecho C = [ 7'];
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9.5. Inversa de una Transformacion Lineal

9.5.1. Definiciéon

Dado VW y 7 : V — W un transformacion lineal.

Una funciéon U : W — V entonces se dice que es la inversa de T siy solo si T oU = Idw
y U ¢] 7- = IdV

Si T tiene inversa entonces 7 es invertible, su inversa es tinica y se denota por 7 .

9.5.2. Propiedades

= T es invertible si y solo si T' es inyectiva y subrayectiva

Si T :V — W entonces T~! debe ser lineal

Demostracion:
Sabiendo que T oU = Idw y Uo T = Idy

Nota que como 7T es lineal, asi como Idyw y Idy entonces tenemos que U tiene que ser lineal.

(ToU)y'=U"1toT!

~

58 invertible

T es invertible si y solo si [ T |

» L, es invertible si y solo si L1 y ademas (L)™' = Ly

s SiT:V>WyU:W — Vysabiendo que T oU = Idw y UoT = Idy, entonces
T es invertible si y solo si dim(R[T]) = dim(V)
Demostracion:
Recuerda el teorema de la dimension entonces digamos sea n = dim(V)

Es decir, lo que tenemos que ver es que el Kernel no tiene a nada mas que al cero, esto es
sencillo porque como tenemos que llegar a que U o T = Idy, ahora como la identidad solo
manda el cero al cero, entonces no tengo otro elemento que enviar, por lo tanto el Kernel
solo tiene al cero.

Por lo tanto, por el teorema de la dimensién, es biyectiva.

» Sea M,,«,(FF) entonces si A*> =0 entonces A no es invertible

Demostracion:
Si A es invertible entonces I = AB para alguna B, quien sabe cual sea, pero existe.
Entonces A = Al = A(AB) = A2B = 0B =0, y por lo tanto A = 0, pero 0 no es invertible.

iContradiccion! Entonces solo nos queda por admitir que A no es invertible
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9.6. Isomorfismos
9.6.1. Definicién
Dado V, W

Decimos que V es un isomorfismo de W si y solo si existe una transformada lineal
invertible entre ellos

Solemos decir entonces que V =y W

A dicha transformacion le llamamos isoformismo, la relaciéon “es isomorfo con” es una
relacion de equivalencia.

9.6.2.

Propiedades

» Hablando de espacios finitos decimos que V = W si y solo si dim(V) = dim(W)

Idea Demostracion:

Por un lado es sencillo, si suponemos que V = W entonces se que existe una funcién
invertible entre los dos espacios, dicha funcion si es invertible entonces es biyectiva, entonces
tenemos que es una funcion inyectiva y una funcion suprayectiva, entonces dim(V) = dim(W)

Por el otro lado es casi lo mismo

Dado Vg, sucede que V = F" si y solo si dim(Vg) =n

Dados V, W finitos donde dim(V) = n, dim(W) = m con bases ordenadas /3,
entonces tomando a ¢ : Z(V,W) — M,,,(F) dada por ¢(T") = [ T }; es un

isoformismo

Dados V, W finitos donde dim(V) = n dim(W) = m. Entonces la dimension del
espacio de las transformaciones lineales entre V. a W es mn

Sean V, W espacios vectoriales y sea T : V =y W. Si # es una base para W,
entonces que T[] es una base para W.

Demostracion:

Ahora, sabemos de otra demostracion que < T[f] >= R[T], por lo tanto lo unico que nos
falta por ver es que son linealmente independiente, pues de serlo y por ser base de V (y por
otro teorema pasado) tienen la cantidad de vectores necesarios para ser base de W.

Ahora, como 3 es una base entonces Y ., a;3; = 0 implica que a; = 0 para i € [1,n].

Ahora, nota que Y. a;T(8;) = T(X1~, a;3;) = T(0) = 0. Por lo tanto, también que
la combinacion lineal de el conjunto de las transformadas de la base sea cero, implica que
todos los escalares son cero, por lo tanto, tenemos que son linealmente independientes y son
también n vectores, por lo tanto son base
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» Sea B € M, ,(F) invertible. Defina n : M, x,(F)toM,«,(F) dada por n(A) =
B~'AB. Entonces 1 es un isomorfismo.

Demostracion:

Primero que nada hay que demostrar que 7 es lineal:

n(cA+ D)= B *(cA+ D)B

= B Y(cAB + DB)
(B"'¢cAB) + (B~'DB)
=c¢(B"'AB)+ (B™'DB)
= cn(A) +n(D)

Ahora para probar que es inyectiva lo unico que vamos a ver que es inyectiva demostrando
que su kernel solo contiene al cero.

Ya que si 7(A) = 0 entonces quiere decir que n(A) = B~'0B porque después de todo B
es invertible, por lo tanto ni ella ni su inversa puede ser el cero vector, por lo tanto no nos
queda mas que A = 0.

Por otro lado es subrayectiva, es decir, puedo llegar a cualquier matriz del espacio con esta
funcion. Para una matriz arbitraria A tenemos que n(D) = B~1DB = D.

Por lo tanto n es inyectiva y subrayectiva, por lo tanto es invertible por 7 es un isomorfismo
por definicién.
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9.7. Cambio de Coordenadas

9.7.1. Definiciéon

Sea 5y (3 2 bases ordenadas entonces la matriz de cambio de coordenadas esta definida

COomao:
B
]
/8/

La usamos de la siguiente manera:

9.7.2. Propiedades

= Si () es la matriz de cambio de coordenadas de § a (', entonces la matriz de

cambio de coordenadas de 3" a 3 es Q1
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9.7.3. Ejemplos

» Sea B={1,z,2% }yseay={1+x+2%1—x1}
Hallemos la matriz de cambio de coordenadas de v a (3.

Primero veamos cada uno de los elementos de v como combinacion lineal de f3:

o (1+z+2%)=1(1) + 1(z) + 1(2?)
o (1—z)=1(1)+ (=1)(x) + 0(a?)
o (1) =1(1) +0(z) + 0(z*)
1 1 1
Por lo tanto tenemos que nuestra matriz de cambioes: Q = |1 —1 0
1 0 0
1
Por ejemplo el vector 22 se ve en gamma como | 1 | entonces tenemos que:
-2
1 1 1 1
Q[1,1,-2] = -1 0| |1
0 0] [-2
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CAPITULO 10. OPERACIONES ELEMENTALES 10.1. DEFINICION

10.1. Definiciéon

10.1.1. Swap: Intercambiar Filas 6 Columnas

La primera operacion elemental es la de hacer Swap, es decir intercambiar una fila o
columna en la matriz.
—

Cz‘<:>Cj
—

<

Ejemplo de Cambio de Fila: Ejemplo de Cambio de Columna:

(3) (4) 1) 2 (3) 3) 2 (1)
<6>] hemn [(1) [(4) 5 <6>] G o {(6 5 <4>]
9 7 8 (9) 8

Matriz Elemental
Podemos si queremos expresar esta operaciéon como una “Matriz Elemental” que la
verdad es que no es muy util pero la verdad es que es una forma de verlo muy bonito.

Vamos a llamarla SwapF'ilas,, a la matriz que es la matriz identidad pero con la fila
a y b intercambiada y SwapColumnas,; a la matriz que es la matriz identidad pero
con la columna a y b intercambiada.

Por lo tanto para lograr el efecto de intercambiar las filas y columna haremos esto:
» Matriz con Cambio de Fila = SwapFilas,, * A

» Matriz con Cambio de Columna = A x SwapColumnagy,

Ahora, recuerda que cambiar una columna se parece mucho a intercambiar una fila y
hacer una transpuesta. Solo recuerda que BT AT = (AB).

Ejemplo de Cambio de Fila:

1 @ @], .. [@ 6 (© 0 @ O] 1 2 3 45 6

@ 6 © =71 2 3 = (1) (0) (0)[*]4 5 6/ =1 2 3

7 8 9 7 8 9 0 0 1] |7 809 7 8 9
Ejemplo de Cambio de Columna:

1) 2 (3) 3) 2 (1) 12 3] [0 o (1) 3 2 1

{(4) 5 (6)] “1 2,5 {(6) 5 (4)] = {4 5 6]*{(0) 1 (0)] = [6 5 4]

1) & (9) 9) 8 (7) 78 9| [(1) 0 (0) 9 8 7
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10.1.2. Pivot: Filas 6 Columnas mas miiltiplo de otras

La segunda operacion elemental es la de hacer Pivot, es decir a una columna sumarle
un multiplo de otra.

Fi<:>Fi+nFj
C; & i+an
H
Ejemplo con Fila: Ejemplo con Columna:
(1 () ) (9) (12) (15) (1 2 3 4 2 (3
[(4) (5) (6)] R [(4) (5) <6>] [(4) 5 (6) TS {(m) 5 <6>]
7 8 9 7 8 9 (7) 8 (9) (16) 8 (9)

Matriz Elemental

Podemos si queremos expresar esta operacion como una “Matriz Elemental”, pero esta
vez, serd més raro que lo normal.

En general Pivot, (k) es aquella matriz que nos permitira cambiar una matriz haciendo
que la fila o columna a sea igual a si misma mas k veces la fila o columna b.

Vamos a llamarla PivotFilas,;(k) a la matriz que es la matriz identidad pero en el
elemento [PivotFilas], serd igual a k, mientras que PivotColumnas, (k) es la matriz
identidad pero el elemento [PivotColumnasly, es igual a k.

Por lo tanto para lograr el efecto deseado haremos esto:

= Matriz con Pivot de Fila = PivotFilas,;(k) *« A

» Matriz con Pivot en Columna = A % PivotColumnas, (k)

Ejemplo de Cambio de Fila:

{(1) (2) (3)] oo maam |9 (12) (15)] [1 (2) 0] [1 2 3] [(9) (12)
@ G OB 5 @ = o 1 o[«|4 5 6| =|@) ©)
7T 8 9 7 8 9 0 0 1 7 8 9 7 8
Ejemplo de Cambio de Columna:

(1) 2 2 (3) 1 23 [1 00 4) 2 (3)
[(4) 5 (6)] R S {(10) 5 (6)] = [4 5 6]*[() 1 o] - {(10) 5 (6)]
(7) 8 (9) (16) 8 (9) 7 89 (1) 0o 1 (16) 8 (9)
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10.1.3. Scale: Escalar Filas 6 Columnas

La tercera operacion elemental es ... Ok, ok, espera, lo que pasa es que siendo estricto,
Scale es un caso particular de Pivot donde la fila o columna de origen y de la destino
es la misma, es decir a efectos practicos es lo mismo que escalar una fila o columna k
veces.

F;, & nF;
—
C; & nC;
S
Ejemplo con Fila: Ejemplo con Columna:
1) (2 6 . |3 (6)(9) 12 (3) 12 (6)
4 5 6 |"EMIL 5 6 4 5 (6)] =814 5 (12)
7T 8 9 7T 8 9 7 8 (9) 7 8 (18)

Matriz Elemental
Podemos si queremos expresar esta operacion como una “Matriz Elemental”, pero esta
vez, serd méas raro que lo normal.

Vamos a llamarla ScaleFilas;(k) a la matriz que es la matriz identidad pero en el
elemento [ScaleFilas];; sera igual a k, mientras que ScaleColumns;(k) es la matriz
identidad pero el elemento [ScaleColumns|;; es igual a k.

Por lo tanto para lograr el efecto deseado haremos esto:

» Matriz con Scale de Fila = ScaleFilas;(k) * A

» Matriz con Scale en Columna = A x ScaleColumns;(k)

Ejemplo de Cambio de Fila:

L @ G, L. G © O 3) 0 0] |1 2 3 (3) (6) (9)
4 5 6| '=""|4 5 6 = 0 1 Ofx|4 5 6|=|4 5 6
7T 8 9 7T 8 9 0 0 1 7 8 9 7 8 9
Ejemplo de Cambio de Columna:
1 2 (3) 1 2 (6) 1 2 3 1 0 0 1 2 (6)
{4 5 (6)} @ 2 20 |:4 5 (12)] = [4 5 6] * {O 1 0} = [4 5 (12):|
7 8 (9) 7 8 (18) 7 8 9 0 0 (2 7 8 (18)

CoMPILANDO CONOCIMIENTO 108 VE AL INDICE


https://compilandoconocimiento.com

CAPITULO 10. OPERACIONES ELEMENTALES 10.1. DEFINICION

10.1.4. Propiedades

= Las matrices elementales son invertibles y el inverso de una matriz elemental es
también del mismo tipo que la original

Idea de la Demostracion:

Creo que es mas que obvio que por ejemplo si tienes una matriz elemental que reprensenta

el intercambio de columnas, entonces su inversa es la misma, o si tienes una que multiplica

a cierta columa con 5 entonces su inversa es la que multiplica a dicha columna por %

» Sea A € M,,x,(IF) y supén que B es una matriz que se obtiene al aplicar una
operacion elemental de fila-columna.

Entonces existe una matriz de mxm—nxn llamada F tal que B = FA—B = AFE.

De hecho E se obtiene de realizar operaciones elementales sobre I,,, — I,, por la
misma operacion que hicimos para obtener de A a B.

Y de modo inverso, si E es una matriz elemental de m x m — n X n entonces
EA — AFE es la matriz obtenida de realizar las mismas operaciones elementales
que crean a F desde I, — I,

» I es una matriz elemental si y solo si £7 tambien lo es

Demostracion:

Ok, queria hacer una demostracién general, pero para ser mas claro, vayamos por casos

e Las Matrices Elementales de Tipo 1
Estas son simétricas, veamos:
Demostracion:
Por definiciéon una matriz elemental de Tipo 1 es la matriz identidad de n x n donde
la fila ¢ ha sido cambiada por la fila j.
Ahora, veamos como es su transpuesta, por un lado, si miramos en filas diferentes a
la i, j entonces estamos viendo a la identidad, que es solo 1 si estamos en la diagonal
principal, por lo tanto es simétrica.
Ahora, ahora, al momento de hacer el cambio lo tinico que hemos hecho ha sido
cambiar un 1 en la posicién 7,7 por uno en la posicién 7,5 y un 1 en la posiciéon j, j
por un 1 en la posiciéon j, 1.
Esto creo que es mas que obvio que es simétrico.
e Las Matrices Elementales de Tipo 2
Estas son simétricas, veamos:
Demostracion:
Estas son en las que multiplicas una fila o una columna 7 por un escalar diferene de
cero, es decir son la identidad excepto en la posicion i, 7, asi que es mas ue obvio que
sigue siendo simétrica.

e Las Matrices Elementales de Tipo 3
Demostracion:
Estas no son simétricas.
Recordemos, son sumarle a una fila ¢ un multiplico k& de otra, digamos la j.
Por lo mismo, son iguales que la identidad expecto en la posicién i, j que tiene k.
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Ahora, cuando la transpones tenemos la identidad excepto en la posicion j, i que tiene
k. Es decir en la matriz resultante de hacer el 3 tipo de operacién elemental, donde
se suma a la fila j un multiplo k£ de la fila i.
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10.2. Rango de Matrices

Si A € M,,xn(F), definimos el rango de A como el rango de la transformacion lineal
L 4. Es decir:

rango(A) = dim(R[L4])

10.2.1. Propiedades

= Sea T una transformacion lineal de dimensién finita entre V.y W y 3, bases
ordenadas entonces:

rango ([ T };) = dim(R[T))
= Sea una matriz de m x n, si P, (Q son invertibles de m x m y de m x m entonces:
rango(AQ) = rango(A) y rango(PA) = rango(A)
» Una matriz de n x n es invertible si y solo si su rango es n
» Rango(A) = Rango(AT)
» Todas las matrices invertibles son el producto de matrices elementales
= Las operaciones elementales no cambian el rango de una matriz

= El rango de cualquier matriz es igual al méximo niimero de columnas linealmente
independientes, esto es, el rango de una matriz es la dimension del subespacio
que generan sus columnas.

= Sea A una matriz de m x n de rango r, entonces tendremos que r < my r <n
y por un numero finito de operaciones elementales podemos transformar a A en
la Matriz D.

D se ve asi, (01,02, 05 son matrices cero):

ITX’I‘ 01
02 03

Otra forma de ver a D es que es la matriz de m x n tal que:

1 Sii=jyij<r
[D)i,; = 0
0 Sii#jo6i,j>r
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= Sea A y B matrices tal que su producto esta bien definido, entonces tenemos que:

rango(AB) < rango(A) 'y  rango(AB) < rango(B)

» Dada A € Myyxn(F), ran(A) =0 siy solo si A = 0pxn

Demostracion:

Recuerda que el rango es el nimero de columnas linealmente independientes, entonces es
obvio que la matriz cero, es decir, un conjunto de vectores cero, no genera nada, es decir
tienen una dimension cero, es decir tiene rango cero.

Ahora si tiene rango cero, entonces todos sus vectores son cero, porque porque si hubiera
uno que no fuera cero, entonces su dimension ya no seria cero, como todos sus vectores son
cero, entonces cada elemento de la matriz es cero, es decir, es la matriz cero.
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10.3. Matriz Aumentada

Sean A € M, (F) y B € My,x,(F), entonces definimos a (A|B) € M,y (n+p)(F) como:

[B]i,j si j >n

(A|B)i; = {
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CAPITULO 11. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 11.1. GENERALIDADES

11.1. Generalidades

Podemos usar las matrices y algebra lineal para encontrar las soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales dentro de cualquier campo (eso quiere decir que podemos ocu-
parla incluso para resolver sistemas en el campo de los complejos o el campo enteros
modulo n).

11.1.1. Definicion: Ecuaciones Lineales

Este es muy obvio pero mejor lo digo, TODAS las ecuaciones debe ser lineales, es decir
estar escritas de la forma:

a1x1 + asxy + aszxs + -+ a,T, = b

Por lo tanto podemos definir un sistema de m x n (es decir m ecuaciones con n in-
cognitas, repito m ecuaciones, donde cada una de las ecuaciones tendré n variables.)
ecuaciones lineales como:

a1 + a1,2%2 + 1,373 + -+ A1.nTn = b1
. 2,1T1 + A22%2 + A23T3 + ++* + A2, Ty = by

m ecuaciones
U1 T1 + Am 2T + U 3T3 + - + QppTn = by

a1171 + a1,2%2 + 41373 + -+ A1 nTn = b1

A2,1%1 + A22%2 + A2 373 + -+ - + G2, Ty, = by

U, 11 + Q202 + Ay 373+« + Ay T, = by,
A

vV
n incognitas

Donde tenemos que:

= q;; es una constante, especificamente es la constante relacionada con la j variable
y la ¢ ecuacion.

m z; es la ¢-esima variable

OSCAR ANDRES ROSAS 115 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

CAPITULO 11. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

(GENERALIDADES

11.1.2. Matriz Ampliada

La forma en la que Algebra Lineal nos ayuda a resolver nuestro sistema de ecuaciones
es mediante una matriz ampliada, que no es méas que convertir nuestro sistema de

ecuaciones de esta manera:

Desde algo ast:

1,171 + a12T2 + a1 3T3 + - + A1 Ty =

2,171 + G22T2 + 2373 + -+ - + A2 Ty, = by

Am, 121 + Am 222 + Am, 373 + o ATy =

)

Hasta algo asi:

11 Q12 a13 ... Qip by

Q21 Q22 G23 ... Q2p by

Am1  Qm,2 CLm,?) oo Omn bm
Ejemplo

Supongamos que tenengamos este sistema:

(2)x1 + (3)za + (-1)az3 =0
(—1)1‘1 + (2).’[72 + (—3)$3 =-3
(3)z1 + (B)a2 + (T =5

Entonces la Matriz Ampliada es:

2 3 -1 0
-1 2 -3|-3
3 95 7 5
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11.1.3. Sistema Ecuaciones como Multiplicacién de Matrices
Puedes escribir tu sistema de ecuaciones lineales, como este: Desde algo asi:

a1171 + a12T2 + 1,373 +---+ A1 nTpn = bl

2,171 + G22T2 + Q2373 + -+ - + A2 Ty, = by

U, 11 + Q202 + Ay 373+« + Gy Ty, = by
Con 3 matrices:

s A€ M, Es la Matriz de los coeficientes de las incognitas.

11 d12 ai13 ... Qin by
Q21 Q22 Q23 ... Q2p by
am,l am,2 am,?) o am,n bm

-

» b€ M, Esla Matriz Columna (o vector b) con las variables independientes de
cada ecuacion.

» x € M,y Es la Matriz Columna (o vector Z) tal que:

€
X2

T

Entonces podemos decir que Ax = b.
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11.2. Sistemas Inconsistentes

Estos son los feos. Ocurren cuando llegamos una contradicciéon, como este estilo:

a1171 + 122 + 1,373 +---+ A1 nTy = bl

A2171 + A22T2 + A23T3 + -+ + ATy = by
O$1+O$2+O$3+"'+O$n:bp

U 1T1 + Q202 + A 3T3 + *+ + + Ay Ty, = by

Esto nos indica que no tienen solucion.

Sistemas NO
Consistentes

Paralelas
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11.3. Sistemas Consistentes

Podemos tener primeramente sistemas consistentes, es decir que tienen minimo una
solucion.

Es decir que las n rectas (o lo que sea que sea el analogo en n-dimensiones) se intere-
sectan MINIMO en un punto.

Ademas algo muy interesante es que todo sistema homogéneo, osea que sus coeficientes
independientes valgan cero es consistente. Donde la solucién mas obvia es que todas
las variables z; valgan CERO.

Sistemas
Consistentes

Un Punto Paralelas

11.3.1. Propiedades

= Sea AT = b un sistema de ecuaciones lineales entonces el sistema es consistente
si y solo si rango(A) = rango(A|b)
= El sistema AZ = b tiene solucion si y solo si b € R[L 4].

Demostracion:

Esta es por definicion, b € R[L 4] si y solo si existe un vector & tal que La(Z) = b y esto
ocurre si y solo si AT = b.
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11.3.2. Variables Principales y Libres

Si una matriz aumentada de un sistema de ecuaciones se lleva a su forma escalonada
reducida por filas entonces decimos que:

» Variables Principales: Son aquellas variables que estan relacionadas con un
pivote

= Variables Libres: Son aquellas variables que estan relacionadas con filas llenas
de ceros.

Ejemplo: Considera esta matriz escalonada reducida por filas:

1 0 0 0 0 O
o1 0 & = =3
0o 1 4 A1

4 4 4
00 0 0 0 O

Entonces podemos ver que llegamos a estas ecuaciones:

561:0
1 3
5624-11'4—11‘5:—1
3 1
$3+Z$4—1$5:Z

Por lo tanto vamos a llegar a que:

1 =0
1 3
xgz—ir—l—fs—z
3 1 1
$3=—ZT+18+1
Tg =T
X5 = S

Es decir llegamos a que el sistema tiene una soluciéon muy bonita para cada r, s, por eso las
llamamos variables libres
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11.3.3. Sistemas Homogeneos

Supén que tenemos el siguiente sistema AZX = b, entonces decimos que el sistema es
homogeneo si y solo si b = 0,,%1

Propiedades

» Sea K el conjunto de todas las soluciones a A% = 0.
Entonces K = Kernel(Ly), por lo tanto el conjunto de soluciones es un subes-
pacio de F" de dimension n — rango(L4) = n —rango(L 4) donde n es el ntimero
de incognitas.
Demostracion:

Claramente podemos escribir a K como K = { FelF" | A5=0 }

La segunda parte sale inmediatamente del teorema de la dimension.
= Si es que m < n entonces el sistema de AZ = 0 tiene una solucién no trivial

= Sea K el conjunto de soluciones para el sistema A7 = 5, y sea Ky el conjunto de
soluciones para el sistema Az = 0.

Entonces podemos escribir para cualquier soluciéon § al conjunto de soluciones
como:

—

K:{§}+KH:{§+k | %eKH}

Demostracion:

Suponte cualquier solucion para el sistema de ecuaciones s, tomando a otra solucion w
entonces Aw = b.

Por lo tanto:

A(T — 5) = Ad — AF
=b—b
=0

Por lo tanto w— §es solucion a la ecuaciéon homogenea por lo tanto §— 4 € Ky Es decir
existe k € Ky tal que k = §— 1, entonces, por lo tanto w = F+ke {s}+Knu.

Es decir K C{s}+ Kg

-

Por otro lado si @ € { s} + Ky entonces podemos decir que @ = § + k, pero entonces
A = A5+ AK = b+ 0, por lo tanto i € K.

Por lo tanto { s } + Ky C K
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11.3.4. Sistemas Consistentes Independientes

Que es lo esperado y a lo que yo llamaria normal. Por lo tanto si tocan en un punto
entonces solo habra una tinica solucion.

Esto pasa si es que no hay variables libres en el sistema

Propiedades

= Sea AT = b un sistema de n ecuaciones con n incognitas.
A es invertible si y solo si el sistema tiene una sola solucion
Demostracion:
Supongamos que A es invertible entonces A(A_lg) = b, entonces A~1b es una solucién.

Ahora, supon otra soluciéon § entonces As = b al multiplicar todo por la inversa tenemos que
§=A"1

Por el otro lado si es sistema solo tiene una solucién entonces el conjunto de soluciones
homogeneas solo puede ser { 0 }, por lo tanto N(L4) = { 0 } entonces A es invertible
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11.3.5. Sistemas Consistentes Dependientes

Este caso es muy especial, pues nos dice que el sistema esta dado por ecuaciones que
son multiplos de la otra o otra forma de verlo es que esta dado por vectores linealmente
dependientes.

Podemos despejar las variables principales en términos de las variables libres para
obtener las soluciones, asi que, debido a la presencia de variables libres el sistema tiene
infinitas soluciones.
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CAPITULO 12. (GAUSS-JORDAN Y SUS AMIGOS 12.1. ELIMINACION GAUSSIANA

12.1. Eliminacion Gaussiana

12.1.1. Matriz Escalonada por Filas

Nuestro objetivo es usando las operaciones elementales encontrar una forma de pasar
nuestra matriz ampliada a esta forma:

1 % % | %
0 1 *|=x*
0 0 1=

Ok, esto no es una definicion muy matematica, estas no tienen porque ser matrices
cuadradas, pero tienen que cumplir con las siguientes caracteristicas:

» Para toda fila, si existe un elemento distinto de cero en la fila (al que llamare-
mos pivote), entonces para todos los elementos anteriores de la fila deben ser
cero y este elemento (pivote) debe ser uno, la unidad.

» Los pivotes deben aparecer de forma escalonada (excepto si es que la fila es nula).
= Si una fila no tiene pivotes entonces toda esa fila debe ser nula.

= Si una fila no tiene pivotes (osea que sea nula) entonces todas las filas de abajo
no pueden tener pivotes.

Ejemplo de Cosas que NO son:

9 5 1 4 3 1 3 21
{6 6} 01 7 1 -1 0 0
0 0 8 0 0 1 0
Ejemplo de Cosas que SI son:
1 3 0 1 4 0 1 4

3 4 3
01 7 0 0 1 0 0 0 1
) 1 0 0 O 0 0 0 0
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12.1.2. Algoritmo

1. Inicias en el primer elemento, es decir [Matrizl; ;
2. Convierte ese elemento a uno (usando la operacion escalar)

3. Usas ese uno que acabas de crear (usando la operacion pivot) para hacer a toda
a parte de abajo de la columna sea cero

4. Te mueves a la siguiente columna y bajas un elemento el columna y repites desde
el paso uno.
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CAPITULO 12. (GAUSS-JORDAN Y SUS AMIGOS 12.2. GAUSS-JORDAN

12.2. Gauss-Jordan

12.2.1. Matriz Escalonada Reducida por Filas

Nuestro objetivo es usando las operaciones elementales encontrar una forma de pasar
nuestra matriz ampliada a esta forma:

0 0=
0%
1

*

1
01
0 0
Ok, esto no es una definicion muy matematica, estas no tienen porque ser matrices
cuadradas, pero tienen que cumplir con las siguientes caracteristicas:

» Para toda fila, si existe un elemento distinto de cero en la fila (al que llamare-
mos pivote), entonces para todos los elementos anteriores de la fila deben ser
cero y este elemento (pivote) debe ser uno, la unidad.

» Los pivotes deben aparecer de forma escalonada (excepto si es que la fila es nula).
= Si una fila no tiene pivotes entonces toda esa fila debe ser nula

= Si una fila no tiene pivotes (osea que sea nula) entonces todas las filas de abajo
no pueden tener pivotes.

Ejemplo de Cosas que SI son:

S =
— O
o O
O =
o O
=)
o O
co o
OO O
s} =
o I
e} o O
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12.2. GAUSS-JORDAN

12.2.2. Ejemplos

Ejemplo 1:
Nota este sistema de ecuaciones:
2x1 — x9 +4x3 = -3
1+ 2$2—31’3 1
5x1 + 3x0 +x3 = —2

Ahora, ve esto:

2 -1 41 -3
1 2 -3 1
5 3 1| -2

Ahora, apliquemos Gauss-Jordan:

(2 —1 4] =3] 1 2 -3
1 2 —3| 1| =P 2 1 4
5 3 1|-2] 5 3 1
1 2 -3 1 1 2 -3
0 -5 10| -5 =B 19 5 10
5 3 1|-2] 0 -7 16
1 2 -3 1] 1 0 1
0 1 —2| 1| =Rl 1 9
0 -7 16| 7] 0 -7 16
1 o0 1] —1] 1 0 1
0 1 —2| 1| BEELITR 1 1 _9
0 -7 16| —7] 0 0

1 0 1] -1 [1 0 0
01 —2| 1 h=heks 01 -2
00 1] 0 00 1

Ahora si, creo que ahora es mas que obvio que:

Fo=F>—2F;
F2:71F2

Fi=F—-2F>

FgZ%Fg
—

FQIngFg

OO~ OO OO, OO+ Ulo -

2 -3 1]

-5 10| -5
3 1] -2]
2 -3 1]
1 -2 1

-7 16| =7
0 1] -1]
1 -2 1

-7 16| =7

0o 1|-

1 -2 1

0 1] 0

0 0] -1

1 0] 1

0 1| 0

r1 = -1
Ty = 1
Ir3 = 0
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CAPITULO 12. (GAUSS-JORDAN Y SUS AMIGOS 12.3. INVERSA DE UNA MATRIZ

12.3. Inversa de una Matriz

Sea A € M,,,(F) y entonces definimos a A~! de forma informal como aquella matriz
que cumple con que A7*A = AA™! = [, nota que no para todas las matrices M,,,,(F)
existe una matriz inversa.

El Problema de la Notacién A~!

El problema con esta notacién es que existen matrices no invertibles, para las cuales
la notacion A~! no tiene sentido.

La notaciéon A~! se puede usar solamente desptes de demostrar que A es invertible.
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CAPITULO 12. (GAUSS-JORDAN Y SUS AMIGOS 12.3. INVERSA DE UNA MATRIZ

12.3.1. Propiedades

» La Matriz Inversa de A (A™!) es tnica.

Demostracion:

Lo que hay que ver que si A, B,C € M, (F) tales que AB = BA =1,y AC = CA = I,.
Entonces B = C.

Usando la Ley asociativa de la Multiplicacion de Matrices (A(BC) = (AB)C') tenemos que:
B =B(I,) =B(AC) = (BA)C=1,C=C

= Es necesario aunque no suficiente que todas las columnas y filas de una matriz
A € M, ., sea diferentes de cero para que A sea invertible.
Demostracion:
Renglones Nulos:

Sea A € M, xn(F). Supongamos que (por lo menos) un renglén de A es nulo, es decir:
[A]p« = 01, donde 0 < p < n esto es lo mismo que decir que Vj € {1,...,n}[4],,; = 0.

Ahora supongamos que A es invertible, entonces, en particular, la entrada (p, p) del producto
AA~1 debe coincidir con la entrada (p,p) de la matriz identidad I,,. Podemos calcular esa
entrada como [AA™Y, , = Y7_ [Al,k[A "]k, esto deberia ser [I,],, = 1 pero ya vimos
que [A], x =0, es decir 0 = 1. Contradiccion.

Columnas Nulas: Sea A € M,,x,(F). Supongamos que (por lo menos) una columna de A
es nulo, es decir: [A]., = 0,1 donde 0 < p < n esto es lo mismo que decir que Vj €

{1,...,n}[A],; = 0.

Ahora supongamos que A es invertible, entonces, en particular, la entrada (p, p) del producto
A=A debe coincidir con la entrada (p,p) de la matriz identidad I,,.

Podemos calcular esa entrada como [A™1A], , = > "1 [A7], x[A]k,p esto deberia ser [I,,], , =

1 pero ya vimos que [A],, = 0, es decir 0 = 1. Contradiccion.

» Sea A, B € M,,«,(F) y sean invertibles, entonces tenemos que (AB)™! = B~1A™!
Demostracion:
Si (AB) es invertible entonces tenemos que probar que:
(AB)(B~'A™Y) =
(AB)B™HA™!) = ((A(BB™!))A™) = (A(I.)A™") = (AA7)
I
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CAPITULO 12. (GAUSS-JORDAN Y SUS AMIGOS 12.3. INVERSA DE UNA MATRIZ

= Una Matriz Diagonal es invertible si y solo si los elementos de la diagonal son
distintos de cero.

= Una Matriz Diagonal es invertible si y solo si los elementos de la diagonal son
distintos de cero.

» Sea A € M,,»n(F) y sea invertible, entonces tenemos que (A71)~!1 = A
» Sea A € M,,x,(F) y sea invertible, entonces tenemos que (A7)~ = (A~1)T

» Sea A € M,,(F) tal que A sea invertible y triangular superior, entonces A~! es
triangular también.

Demostracion:

Ok, para esta demostracion nos vamos a apoyar en otras propiedades.

Por un lado, sabemos que A es invertible, es decir podemos realizar una serie finita de
operaciones elementales que transforman a A en la identidad, ahora, lo interesante es que
esas operaciones elementales son triangulares (2 de ellas, la del escalar e sumar a una fila
superior un multiplo de una fila inferior, pero con esas 2 nos basta).

Y que el producto de matrices triangulares es también otra matriz triangular, por lo tanto
si A es triangular entonces A~! también es triangular.
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CAPITULO 13. DETERMINANTES DE 2 X 2 13.1. DEFINICION

13.1. Definiciéon

La idea es construir recursivamente el concepto, por lo cual comenzaremos por construir
los determinantes de 2 x 2

Sea A € Myyo(F) definida como:

11 Q12
A=
Q21 Q22

Entonces definimos al determinante como:

|A| = Q11022 — Q12021

Claramente el det(A) € F y es importante recordar que det(A) no es una transfor-
macion lineal

Otra cosa importante que recordar es que en el siguiente capitulo veremos que es-
to no es una definiciéon simplemente una consecuencia de la definicién formal de un
determinante.
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13.2. Propiedades

n det(A) = det(AT)
Demostracion:

Ya sabemos cual es el determinate ahora, simplemente tenemos que sacar el:
a a2
det (AT) = det 1 M2
a1 ag2
— det ail a21
aiz2 Qa22

= 11022 — A21012

= La funciéon del determinante es una funciéon lineal para cada renglén, dejando fijo
al otro

Es decir dados i, 7,1 € F? y y k € IF entonces:

det (“ tkw) — det (ﬁ) + detk ( )
w w w
w w

det <1j+ k17> = det (ﬁ) + detk ( )

Demostracion:

1<

SIS

Es pura talacha men :v

» det(A) # 0 siy solo si A es invertible

Idea de la Demostracion:

Podemos ver que la inversa de A esta dada por:
A~ — 1 a2 —ai2
det(A) \—a21  an

Podemos ver claramente que funciona como la inversa, pero necesita que det(A) no sea cero
para que tenga sentido, ese es el sentido de la demostracion

» Si A€ Myys(F) v A tiene dos filas iguales entonces su determinante es cero

u det(ldgxg) =1
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» Sea 0 : Myyo(F) — F una funcion tal que:

e ) es lineal por renglones

e Sila matriz A tiene renglones o filas iguales entonces tenemos que 6(A) =1

[ ] 5([d2><2) =1
Entonces ¢ = det
» [a combinacion lineal de funciones n-lineales es n-lineal

= Si § es una funcién alternante, entonces si es que para 2 matrices A, B tal que B
es igual a A excepto porque tienen las filas 7, j cambiadas entonces §(A) = —d(B).
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CAPITULO 14. DETERMINANTES EN GENERAL

14.1. NOTACION

14.1. Notacion

Dada A € M, ., (F) entonces decimos que fli,j € M, _1xn—1(F) es la matriz A pero sin

la fila ¢ ni la columna j.

Ejemplo:

~ =~ =
co Ot N
O O W

Por ejemplo A = (

) entonces /1171 = <g g) entonces /133 = (i 2)

14.2. Definicion Recursiva

Sea A € M, x,(FF) entonces tenemos que:

n

det(A) =Y (—=1)""[A],; det(A,,)

i=1

Esta funcion funciona para cualquier z € [1,...,n]

Bajo esta definicion es importante denotar que el escalar (—1)'**[A]; ;det(A; ;) es lla-

mado cofactor.
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14.3. Caracteristicas Importantes

14.3.1. N-Lineal

Decimos que una funcion es n — lineal si es que para una matriz de m x n (Recuerda
que [A]" es la i-ésima fila horizontal de la matriz):

[A]" [A]" [A]"

14.3.2. Alternante

Decimos que una funcion § es alternante si y solo si §(A) = 0 si es que [A]" = [A) (es
decir si es que 2 columnas son iguales)

14.4. Definicién por Propiedades

Un determinante es una funciéon que va del espacio de las matrices cuadradas a el
campo, es una funciéon que:

s Es n-lineal
s Es alternante

= Evaluada en cualquier identidad nos da el uno del campo
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14.4.1. Propiedades

» det(A) # 0 siy solo si A es invertible

» Si A€ M,ux,(F) tiene un rango menor que n entonces det(A) =0

)
Si A € Myxn(F) tiene 2 columnas o filas iguales entoces det(A) =0
)

Si A € Myu«n(F) y A tiene dos filas iguales entonces su determinante es cero

Si A € Muun(F) y B es igual a A pero con una columna cambiada entonces
det(A) = —det(B)

Si A € M,y,(F) y B esigual a A pero se sumo un multiplo de una fila de A a
otra fila de A.

Entonces det(A) = det(B)

Si A € My« (F) entonces det(cA) = ¢ det(A)Ve € F
Demostracion:

Recuerda que por definicién el determinante es una funciéon n — lineal, entonces podemos
ver al determinante de A como:

cay aq aq ap

ca ca a a
det (cA) = det 2| =cdet 2l =det| P | = =c"det |

Can, Can, can an,

» Sea f = {7,...2, } donde cada uno #; € F" y si tenemos A € M,«,(F) y
A, =7,

Entonces si 8 es una base de F" entonces det(B) # 0.

Demostracion:
Es decir, podemos reescribirlo como que si 8 NO es una base de F" entonces det(B) = 0.

Sabemos que si 8 no es base, entonces no es linealmente independiente es decir que existe
algin vector dentro de 8 que podemos obtener de la combinacion lineal de los otros. Es decir
que el rango de la matriz no es n, y ya habiamos visto que matrices con un rango menor que
n tiene un determinate igual a 0.

Ahora por otro lado si es que el determinante es cero entonces podemos asegurar que no es
invertible, por lo tanto su rango no es n por lo tanto no son linealmente independientes sus
vectores columna, por lo tanto 8 no puede ser base.
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» Sea A € M, »,(F) que puede ser escribirse de la forma:
(B B
= (0 5)

Donde By, B son matrices cuadradas entonces det(A) = det(By) det(Bs3)

Demostracion:

By By
0 Id
esto ya no demostramos pero atn asi la idea es simplemente una doble induccién primero
una induccion expandiendo la n — aba fila y luego la n — laba fial recursivamente.

Para hacerlo nos vamos a basar de la afirmacién que si A = entonces A = det(By),

Ahora si... vamos

Primero si B3 no es invertible entonces el conjunto de vectores fila de B3 no es independiente,
esto quiere decir que (0 Bj) tampoco puede ser linealmente independiente, por lo tanto es
imposible que A tenga un conjunto de vectores fila linealmente independiente.

Por lo tanto det(A) = 0 = det(Bs) = det(Bs)det(B1)

Ahora, si B3 es invertible entonces tenemos esto bien bonito:
Id 0 By B\ (B1 B
0 By')J\0 Bs) \o0o I

Por lo tanto obtenemos la identidad: det(Bj')det(A) = det(B), y ya que sabemos que
det(By') = det(Bs)~" por lo tanto det(A) = det(By)det(Bs)
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14.5. Determinantes y Elementales

» Sea Erip, 1 una matriz elemental obtenida de intercambiar cualquier 2 filas de la
identidad, entonces det(E) = —1

» Sea Eri,, 2 una matriz elemental obtenida de mutiplicar una fila por un escalar
(k) no cero, entonces det(E) = k

» Sea Eripo 3 Una matriz elemental obtenida de sumar un multiplo de una fila a
otra fila, entonces det(E) = 1
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14.5.1. Propiedades

» Para cualquier A, B € M,,,(F) entonces det(AB) = det(A)det(B).

1
» Si A es invertible entonces det(A™!) = det(A)
e

» Si E € M,y,(F) es una matriz elemental entonces det(E) = det(ET)

Demostracion:

Vamos a hacerlo por partes:

e Si E es de tipo 1 (cambio de filas o columnas) entonces sabemos que E es simétrico,
por lo tanto det(ET) = det(E).

e Si E es de tipo 2 entonces sabemos que E es simétrico, por lo tanto det(ET) = det(E).

e Sies que E es de tipo 3, entonces ET es también una matriz de tipo 3, y sabemos que
det(E) = 1 entonces det(ET) = 1, por lo tanto son iguales

» Sea A € M,»,,(F) entonces det(AT) = det(A)

» Sea A € M,x,(F) donde A es una matriz triangular superior (o inferior) es el
producto de las entradas de la diagonal.

Demostracion:

Vamos a hacer induccion sobre n, el tamano de la diagonal, para una matriz de 2 X 2 creo
que es méas que obvio que se cumple, pues:

Al = a1l a2 _ 0 _
\ | = = a11a22 —VYaiz2 = a11G22
0 a922

Ahora considera que se cumple para una n = k, entonces considera una matriz de k+1x k+1
que sea triangular superior, entonces podemos encontrar su determinante como:

k+1 _
det(A) = (=1)"T A1 o det(A, ;)

r=1

Ahora para [A]; 2,[A]1,3, .. A1n+1 tiene la primera columan de puros 0, por lo tanto su
determinante es cero, por lo tanto esa suma inicial sobre z se reduce a solo el primer termino.

det(A) = [A]leet(jll,l) Mira que bonito
= [A]l,l[A]Z,Z[A]B 3. [A]n+1,n+l Por induccién

Ahora, sabemos que det(AT) = det(A), por lo tanto ya esta demostrado para matrices
triangulares inferiores.
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» Sea A € M,,«,(F) donde A es una matriz triangular superior (o inferior) entonces
A es invertible si y solo si en la diagonal no hay ceros

Demostracion:

Vamos a demostrar este enunciado pero de otra forma: Sea A una matriz triangular superior
(o inferior) entonces A NO es invertible si y solo si en la diagonal hay ceros

Ahora, suponte que en la diagonal hay 1 cero, entonces ya sabemos que det(A4) = [, [Ali;
ahora, si hay un cero por ahi entonces det(A) = 0, por lo tanto no puede ser invertible.

De modo parecido, si A no es invertible entonces det(A) # 0, por lo tanto tenemos que alguna
de los elementos de la diagonal tiene que ser cero, pues estamos hablando de elementos de
un campo, en el que el producto de elementos nos da cero si y solo si alguno de ellos es cero.

» Sea A, B € M,,«,(FF) matrices similares entonces tenemos det(A) = det(B)
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14.6. Cofactor

Por venir :v
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14.7. Adjunta

Vamos a definir a la adjunta de una matriz A € M,y (F) como:

adj(A) :== CT  donde C es la matriz de cofactores

Otra manera de verla es que [ adj(A) } =G
irj

14.7.1. Propiedades

= adj(A”) = adj(A)"
Demostracion:

Esta deberia salir por definicion:

adj(AT) =7 Recuerda que [C'];,; = [C];.:
= (C/T)T Por eso C'T = C
= adj(A)T Magia
Sea A € My, (F) entonces A1 = - adj(A)
L] ca entonces = a
nxn det(A) Y
Demostracion:
Considera primero el producto:
n
[ A adj(A) L‘,j = Z[A]i’k [adj(A)]k.,j Por definicién de multiplicacién
k=1
n
= Z ik [CT]]C,J‘ Por definicién de adjunta
k=1
n
= Z Qi Cjk Otra definicién de determinante
k=1

= det(A) 8(i, §)
= det(A) [Id]zyj

Ahora como A es invertible entonces podemos dividir por det(A), después de todo, es solo
un nimero del campo que no es cero.

Con esto llegamos a que: | A Zggﬁ; ]” = [Id); j, es decir [A]; ; {Zggﬂij = [Id);; por lo
adj(A)

tanto det(A) S€ comporta perfectamente como una inversa.

» Sea A € M,»,(F) entonces det(adj(A)) = det(A)"*
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Demostracion:

Con la propiedad anterior ya tenemos las herramientas necesarias:

i(A
Primero tenemos que A~ = ZZSEA; entonces podemos decir que A~'det(A) = adj(A)

Ahora si multiplicamos todo por A tenemos que: det(A)Id = Aadj(A), ahora si tomamos el
determinante de ambos lados tenemos que: det(det(A)Id) = det(A adj(A))

Ahora del lado derecho todo tiene sentido pues det(det(A)Id) = det(A) det(adj(A)).

Ahora lo importante es el lado izquierdo vamos a aplicar la siguiente propiedad det(cA) =
c"det(A), por lo tanto tendremos que:

det(A)"™ (1) = det(A) det(adj(A)), ahora solo despejas y tienes que det(A)"~! = det(adj(A))

» Sea A € M,,(F) tal que A sea invertible y triangular superior, entonces adj(A)
es triangular también.

Demostracion:

Ya sabemos que si A es triangular superior, entonces A~! es triangular superior, ahora

también sabemos que 47! = det(A) adj(A), por lo tanto la tinica diferencia entre A=! y
e

adj(A) es solo una constante, por lo tanto como A~! es triangular superior, entonces adj(A)
también es triangular superior.

OSCAR ANDRES ROSAS 147 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

Capitulo 15

Normas Vectoriales

148



CAPITULO 15. NORMAS VECTORIALES 15.1. DEFINICION

15.1. Definiciéon

Si Z € R™ entonces definimos a un norma (|| || : R* — RTU{ 0 }) como las funciones
que cumplen que:

s Es cero solo el cero:
|Z]] =0 siysolosi@=0

= Saca escalares:
[aZ|| = |al[|7]] VaeR

» Desigualdad del Tridngulo:
12+ gl < 2] + (|7l
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CAPITULO 16. NORMAS MATRICIALES 16.1. DEFINICION

16.1. Definiciéon

Si A € M,,x, entonces definimos a un norma (|| || : Myxn — RTU{0}) como las
funciones que cumplen que:

s Es cero solo el cero:
|A]| = 0 siy solo si A= 0pxn

= Saca escalares:
oAl = |al [|A]]  VaeR

» Desigualdad del Tridngulo:
A+ B| < [[All+|Bl VA, B € Mpxn
16.1.1. Norma Consistente

Sea (|| ||, : R* — RTU{ 0 }) una norma vectorial entonces decimos que una norma
matricial (|| ||,,) es consistente si y solo si:

| || es una norma

1Az, < [[All,,, 12,

[AB] < [lA ]| B]

[1dn|| =1
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CAPITULO 16. NORMAS MATRICIALES 16.1. DEFINICION

16.1.2. Norma Subordinada

Sea (|| ||, : R — R*U{ 0 }) una norma vectorial entonces definimos a una norma
subordinada como:

[A[l = sup { [[Aa]l, | @eR", [af} =1}

Propiedades

= Una norma subordinada, es antes que nada una norma

s Una norma subordinada es una norma consistente
Ideas de la Demostracion:
Esto se hace por 3 partes:

o [lAZ][, < [IAl,, [IZ],
Sea por definicion:

[All = sup{ [|[Ad]|, | @eR", [af =1}

Ahora, por supremo, tenemos que ||A|| > ||Avecu| Vi, en especial para @ = T
Entonces:

1 S
= m | AZ]|

-
€T

e HA

[l]

IZ LAl = [[AZ]|

o [|AB| < | AlIB]
Si algtino es cero, creo que es obvio, asi que supongamos que no son cero.

[AB|| = sup { [|(AB)dl, | @eR", [la =1}
= sup { [|A(Ba)|, | @eR", [|a] =1}
<sup{ Al |Bd], | @<cR", [la]| =1}
< Al sup { [|Ball, | @eR", [[a] =1}
< [AllBl

o ||Id,] =1

M|l = sup { [[Inl], | @R, [lu] =1}
=sup{ ||dll, | ©eR", [d =1}
=1
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CAPITULO 16. NORMAS MATRICIALES 16.2. PROPIEDADES

16.2. Propiedades

» Si A es una matriz no singular entonces |A| # 0
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU 17.1. RECORDEMOS

17.1. Recordemos

Sea A € M,, v tengamos el sistema clasico:

AT =0

Ahora, creo que es claro que una forma sencilla de resolver el sistema es usar Gauss-
Jordan, o calcular la inversa, pero el problema es que calcular la inversa de A es muy
pesado en cuanto a operaciones y sufre muchas veces de problemas de exactitud por las

operaciones de punto flotante, ademés que pasa si tenemos sistemas del estilo A7 = E,
AT = by, ..., AT = b,

.No habra un forma de encapsular la idea de Gauss?
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU 17.2. DEFINICION DEL ALGORITMO

17.2. Definicién del Algoritmo

Sea A € M,,«, tal que A no es singular, entonces tenemos que existe una factorizacion

de la forma:

A=LU

a1 a2 a3 Uil U2 U3
CL21 a22 CL23 — O u22 U23 Si M3x3 veremos esto
as; agz A33 0 0 uss
» Donde /. es un matriz con la diagonal llena de puros unos (es

solo por convencion).

= Donde U es un matriz triangular superior.
Ahora, la idea del algoritmo es sencilla:

Primero factorizamos A = .U

Luego podemos escribir .UT = b

Por lo tanto podemos separar el sistema en otros dos Uz =4y Ly = b

Soluciona cada nuevo sistema con “foward substitution” y “backward substitution”
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU 17.2. DEFINICION DEL ALGORITMO

17.2.1. Definicion Matematica

Lo que queremos hacer es convertir a A es un matrix triangular superior, es decir,
tomar los elementos de la diagonal y hacer cero abajo de ellos.

Esto se puede hacer multiplicando por la izquierda a A por las que conocemos como
matrices de eliminacion, es decir, matrices que son iguales como la identidad, excepto
que en las posiciones que queremos hacer cero tienen como valor el valor que tienen en
la matrix A entre el inverso aditivo del pivote en ese momento, por ejemplo:

Ejemplo:

Sea:

Entonces la primea matriz de eliminacién es simplemente:

1. 00
My=L;=|1/2 1 0
-3/2 0 1

Porque al momento de multiplicarlas tenemos que:

2 4 1
MA=10 3 35
0 —4 35

Entonces lo que podemos hacer es que:

A=U
A=U
A= U

Ahora es tutil recordar que la inversa de una matriz triangular es otra triangular, mejor atun que la
inversa de un producto de matrices de eliminacion es la misma, solo que multiplicada es un orden

inverso, es decir

Y llegamos a que: A = LU
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU 17.3. FOrRMA DE OBTENER A LU

17.3. Forma de Obtener a LU

Lo que haremos sera sencillo, un proceso iterativo:

= Primero vamos a iniciar con 2 matrices, una copia de nuestra matriz A y una
matrix identidad I,,.

Lo que haremos sera trabajar las matrices de tal formade A = Uy [, =

= Ahora, elegimos un pivote como en Gauss-Jordan, es decir, en el primer paso
elegimos a a1, en el segundo paso a ago, v asi, asi que vayamos en el ¢ paso.

= Habiendo seleccionado a;; para el ¢ paso entonces para encontrar a los elementos
que no son cero de la columna ¢ de /. tenemos que seguir la siguiente férmula:

CLJ'Z'

Y hacemos en la matrix A lo mismo que encontramos, tomamos la fila i y para
cada fila por debajo, la llamaremos j (donde j € [i + 1,n]) lo que haremos sera

a/ .
tomar la fila i, multiplicarla por ——* (nota ese menos, es importante) y luego

sumarla con la fila j y guardar el resultado en la fila J.

= Tras ¢ pasos habremos llegado a un puntoenel que A = Uy I, =
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU

17.3. FORMA DE OBTENER A LU

17.3.1. Ejemplo

Toma por ejemplo:

1 1 1 1 1
A= 14 3 —1| =« |29 = |6
4 5 3 XT3 4

Entonces siguiendo nuestro pasos tenemos que:

11 1
U=|0 -1 -5
0 0 -6

Nota entonces que:

1 0 0] [u 1
4 —1 1 n 4

Y tenemos que:

1
y= |2
2

Nota entonces que:
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CAPITULO 17. FACTORIZACION LU 17.4. RESOWVER ATZ# =b

17.4. Resolver ATZ =5

Suponte que ya descompusimos a A = /. x U entonces tenemos que podemos resolver
muy sencillo AT7 = b pues (L * U)T =7 = b es decir UT x /T =7 =0.

Este sistema es justo como queremos pues:

» U7 es una triangular inferior, hay que tratarla como nuestra

» /T es una triangular superior, hay que tratarla como nuestra U

17.5. LU con pivoteo parcial

Nota que en el algoritmo “puro” LU no sirve si es que existe algin cero en un pivote, esto
ya pasaba en Gauss Jordan, y la solucién es sencilla, antes que nada, lo que haremos
ahora sera seleccionar un pivote, tomar la fila del pivote y cambiarla, tal cual como
haciamos en Gauss-Jordan.

Ahora lo que haremos sera trabajar con U como siempre, pero a /. lo que haremos sera
creando a partir de las matrices de eliminacién y en cada paso también mover las filas
que se movieron para colocar al pivote.

Es importante recordar que con esta idea vamos a llegar a:

PA=LU

Nota que por el cambio de filas no podemos asegurar que /. sea triangular inferior, pero
claro que podemos asegurar que P/ lo es.

P,L,1... PQ PlA:U

Nota que las matrices de permutacion son la identidad en la que la columna ¢ y j estan
cambiadas y adivida que... Intercambiar la columna i, j
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY 18.1. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS

18.1. Matrices definidas positivas

Una matriz simétrica A € R,,,, es definida semi positiva si es que:

VIieR" T'AT>0

Y de manera analoga definimos positivamente si es que:

Vi£0 eR" F'A7>0

Ahora si es que A es simétrica entonces tenemos una formula para encontrar al real
¢ —
TTAT:

2t A7 frgnd
T'AY = E E A; ;7T

i=1 j=1

n n
E 72 E e gis

= Ai’ill/,i + 2 Ai’jl/ill/j
i=1

(>

18.1.1. Propiedades

= Todas las matrices definidas positivas son no singulares
Idea de la demostracion:
Ai=0 = 7'A7=0 = 7=0
= Todos los elementos de la diagonal de una matriz definida positiva son reales
positivos
Idea de la demostracion:

Ai,i = 6?1461‘ >0

L] VZ,j Ai,iAj,j Z A%j
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY 18.1. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS

» Sea A € M,,x, con rango completo (es decir tiene rango n). Entonces tenemos
que A'A es definida positiva.

Demostracion:
Nota que (F'AY)(AT) = (AT)'(AZ) = || AZ|>.

Ahora, nota que sabemos que las normas no son negativas, por lo tanto una norma al
cuadrado es no es positiva, ahora, supongamos que ||AZ H2 = 0, ahora, eso solo pasa si A es
cero o I es cero, pero ninguna puede ser verdad, por la definicion de estar definida positiva
y porque el rango de A es completo.

Contradiccion.

= Es suficiente y necesario que todas los subdeterminantes, es decir si para todos los
determinates de estas submatrices son positivos, entonces la matrix A es positiva:

® a11:011
® 11 : 022
e ...

L al,l : an,n

» B * BT siempre que B sea no singular entonces B * BT entonces es una matriz
definida positiva

= Empieza a hacer Gauss-Jordan, tan pronto obtengas un pivote negativo, la matriz
no es definida positiva, si llegaste al final, si que lo es
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY 18.1. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS

18.1.2. Complemento de Schur

Podemos hacer una particion de una matriz definida positiva que siga siendo definida

positiva, esta es sencilla de hacer, solo hay que ver a la matriz como:

Entonces definimos a:

1
T
= A2:n, 2n _AQ:n, 1A2:n, 1

ai

S

a1

Ahora, creo que es obvio que S es definida positiva, solo hay que tomar un vector 7 # 0

. - T
y definir y = ——Ay @
Q1,1

Entonces tenemos que:

1—*1‘51—» — Y ’ a1 Agn, 1 Yy
- x fl?:n7 1 A2:n, 2n x

Y ya vimos que esto es positivo porque definimos a A como una matriz definida positiva
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY 18.2. DEFINICION GENERAL

18.2. Definiciéon General

Sea A € M,,«n,, simétrica y definida positiva, entonces tenemos que que existe una
tnica factorizacion de la forma:

A=LL"

Donde L es un matriz de triangular inferior con diagonal positiva.

Recuerda que este algoritmo es sumamente eficiente y que puede servir como una ma-
nera practica de probar si una matriz es definida positiva, ademas podemos interpretar
la factorizacion de Cholesky como la raiz cuadrada de nuestra matriz.
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY

18.3. DEFINICION MATEMATICA

18.3. Definicion Matematica

La forma en la que encontraremos nuestra factorizacion sera recursiva, lo que haremos

serd ver a nuestra matriz A como:

T
_ | Q11 Asnn
A= '
_A2:n, 1 A2:n, 2:n

_ Ly 0 :||:L1,1 L%ln,l]

T
_L2:n, 1 LQ;n, 2n 0 LQ:n7 2:n

i 2 T
Ll,l L171L2:n,1

Ahora creo que es facil ver que:

T _ 7T
. AQ:n, PR L2:n, 1L2:n7 1 [’2:77,7 2:nL25n, 2n

Para calcular el tltimo paso tenemos que hacer una llamada recursiva.

T T
_[/1,1[/2:717 1 I/2:n7 1-[/2;717 1 + LQ;m 2n L2:n, 2:n
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKY 18.3. DEFINICION MATEMATICA

18.3.1. Ejemplo

Ejemplo:
Tomemos a:

25 15 -5 Li; O 0 Lin Lip Ligs
15 18 0| =|Lia Las O 0 Ly Los
—5 0 11 L1,3 L273 L373 O O L33

Ahora tenemos que L1 1 = v/25 =5 Y podemos ahora sacar la primera columna / fila:

25 15 -5 5 0 0 5 3 -1
15 18 0|(=1|3 Lz O 0 Loz Los
-5 0 11 —1 La3 Lzs| [0 0 L33

Ahora podemos hay que sacar también la matrix que tenemos que restar
3 9 -3
MR
Entonces podemos sacar el siguiente paso recursivo:
8 0] (9 =3]_|9 3
0 11 -3 1| |3 10
Esta se puede sacar en un par de pasos:
9 3| |3 0|3 1
3 10| |1 3|0 3

Por lo tanto podemos simplificar a:

25 15 -5 5 0 0] (5 3 -1
15 18 0| =3 3 0[]0 3 1
-5 0 11 -1 1 3](0 0 3
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CAPITULO 18. FACTORIZACION DE CHOLESKMB.4. DEFINICION MATEMATICA (L D LT)

18.4. Definicion Matematica (L D L)

Vamos a tomar una matriz simétrica no singular, y vamos a aplicarle una factorizacion

U entonces por convencion tenemos que /. es una matriz triangular inferior con unos
en su diagonal principal y eso tiene mucho sentido, después de todo lo que captura
son los pasos de la Eliminacion Gaussiana.

Ahora, lo que podemos hacer es forzar a que U sea también una matriz triangular con
unos en la diagonal, para hacer esto basta con factorizar una matriz diagonal. Y si es
que estamos con una matriz simétrica entonces vamos a acabar con algo como: /.D
(la demostracion es demasiado sencilla y tampoco tan interesante)

Podemos con esto ver una forma de ver una matriz es definida positiva, intentando
hacer este algoritmo y ver si es que la matriz diagonal tiene puras entradas positivas,
de ser asi entonces A es definida positiva.

De esto obtuvimos una forma sencilla de probar si una matriz simétrica es
definida positiva: Empieza a hacer Gauss-Jordan, tan pronto obtengas un
pivote negativo, la matriz no es definida positiva, si llegaste al final, si que
lo es

18.4.1. Ejemplo

Veamos a:
4 4 6 4 4 6
A= 14 13 15| = 09 9
4 15 43 0 0 25
Ahora podemos factorizar una D:
4 4 6 4 4 6
A= 14 13 15| = 09 9
6 15 43 0 0 25
(4 0 0
= 09 0
[0 0 25
[2 0 0] 2 0 0
= 0 3 0[ (0 3 0
0 0 510 0 5
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CAPITULO 19. ANALISIS DEL ERROR 19.1. DEFINICION DEL ERROR ABSOLUTO

19.1. Definiciéon del Error Absoluto

Sea nuestro problema encontrar la ¥ tal que A7 = b entonces por algin método entra-
mos una posible solucién a la que llamaremos .

Entonces vamos a definir el error absoluto de un vector ¥ relacionado a un sistema
AZ = b como:
. -
Error(¥) := u
T
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CAPITULO 19. ANALISIS DEL ERROR

19.2. Cotas DEL ERROR ABSOLUTO

19.2. Cotas del Error Absoluto

Tenemos que:

Error(Z) < Cond(A) Error(b)

Demostracion:

Recuerda que como tenemos T y & entonces ya tenemos dos sistemas:

Por otro lado:

AF— AF=b—1 b= Az

r—A¥=10b— )

AG—7) = (D) Hle=||A5c||

A@-8)=(b-b 8] < nan izl
(T—-3)=A"'(b-0) HbH ~
127 =416~ 1ap <fal
o=l < -7 < T@T

Uniendo ambos tenemos que:

& — |

IN

Error(Z) =

-1 77
i,

SN

-5
< [lAIH{}A~] T

Entonces definimos:

Cond(A) := || Al| || A7
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CAPITULO 19. ANALISIS DEL ERROR 19.3. CONDICION DE UNA MATRIZ

19.3. Condicion de una Matriz

Sea A € M,,«,, entonces definimos:

Cond(A) := ||Al|||A™Y|

Si es que A es singular entonces definimos Cond(A) := oo

Vamos a ver algunas propiedades:

19.3.1. Propiedades

Primero, recuerda que esto es para una norma subordinada:

» Cond(A) > 1
Demostracion:

Si es que A es singular, pues no problema.

Ahora [|Id,| =1 = ||[AA™!|| Recuerda que ||AA~!|| < ||A]l||B]|, por lo tanto, la condicién

de A es mayor o igual que uno.

= Cond(Id,) =1
Demostracion:

Esta demasiado sencilla, pues ||Id, | ||[Id; ]| = (1)(1) =1

» Cond(aA) =Cond(A) Va#0
Demostracion:

Cond(aA) = |laA| |a” A7

1
= Al |47
oAl o 114771
= [lAf A~
= Cond(A)

» Cond(AB) = Cond(A)Cond(B)
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CAPITULO 20. INTRODUCCION 20.1. INTRODUCCION

20.1. Introduccién

Sea A € M,,«, donde m > n entonces lo que pasa es que tenemos mas ecuaciones que
incognitas, con esto nos pueden pasar dos cosas:

= Que las demés ecuaciones solo nos den més informacién que ya sabiamos

= Que nos generé un sistema que no tenga solucion

Ok, tenemos un sistema ATZ = b donde A € M, «n donde m > n tal que no tiene
solucion.

Recuerda que el hecho de que no tenga soluciéon quiere decir que b ¢ span(A).

Ahora, lo que haremos sera aproximar una solucién, para hacer eso vamos a tomar a
todos los elementos del span(A) e intentar reducir su distancia con el vector resultado

Figura 20.1: Ejemplo del span(A)
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CAPITULO 21. MINIMOS CUADRADOS 21.1. ECUACIONES NORMALES

21.1. Ecuaciones Normales

Ok, tenemos un sistema ATZ = b donde A € M« donde m > n tal que no tiene
solucion.

Recuerda que el hecho de que no tenga soluciéon quiere decir que b ¢ span(A).

Ahora, lo que haremos sera aproximar una solucién, para hacer eso vamos a tomar a
todos los elementos del span(A) e intentar reducir su distancia con el vector resultado

-

b

21.1.1. Desarrollo

Vamos a definir la funcion de error como:

ot = -

Ahora, el problema de esta funcién es que no derivable en todo momento, pero no
hay problema, como queremos minimizar una funcién podemos intentar minimizar una
funcién que tiene el mismo minimo:

W(r) = 6(a)? = || A7~ 5]

Demostracion:

Vamos a simplificar una vez:

|2 At ) - o . N
o(x)? = HAf . bH - (A:f - b) (Ag? . b) — ZA'aF — B AL — AT + 56 = F AT AZ — 27 ATS + B

Ahora, vamos a derivar:

¢ (x) = 24" AT — 2A' ¢ (z) = 24" A

Ahora, si A*A es definida positiva (cosa que siempre pasa si es que A € M,,x, tiene una rango
de n, es decir n vectores columna linealmente independientes ) entonces podemos asegurar que ese
punto es en el cual ¢(z) esta en un minimo, osea podemos asegurar que basta con solucionar el

sistema y obtendremos el minimo de la funcion:

AlAz7 = A'p

Esto lo podemos solucionar con factorizaciéon de Cholesky porque A'A es simétrico y si todo sale
bien también definida positiva.
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CAPITULO 21. MINIMOS CUADRADOS 21.2. PSEUDOINVERSA

21.2. Pseudolnversa

Sea A € M,,«, de rango completo, entonces se define la pseudo inversa como:

AT = (ATA) LA

Esto se define asi porque:

((A'4)71ANA
( A)TH(A'A)
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CAPITULO 21. MINIMOS CUADRADOS 21.3. ANALISIS DEL ERROR

21.3. Analisis del Error

Ahora, ve que tendremos dos sistemas:

s AT =0
« AT =b

Y asociados a ellos, dos sistemas:

n A'ATZ = Ath
» AlAT = Ah

Entonces podemos despejarlos:

(ATA)~L Al

n 7

(ALA)TAl

T

Ahora veamos esto:

Iz - 7 = || (ara) 4 - )|
|7 - ) < [|ata)at] || @ - 8|

< 4] |- B

< Al 4% ¢~

AT
By | gb H dal
Error(7) < Cond(A)Error(5)—AL_ < Cond(A)Error(5)—
TAT 7] cos
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CAPITULO 22. FACTORIZACION QR 22.1. IDEAS

22.1. Ideas

Asi, como teniamos en el caso cuadrada que podiamos hacer que A7 = b se convirtiera

a /.U = b podemos hacer algo parecido en el caso de matrices no cuadréaticas donde

Ae men

A =b — RZ =10

A=QR

m n
| -ni
m = m

m
Yv

Donde:

» (): Es una matriz ortogonal cuadrada de m x m ( Recuerda que una matriz
ortogonal es aquella matriz que cumple: )

= R: Es una matriz triangular superior m x n

Ahora, no nos vamos a preocupar sobre como llegamos a esta descomposicion (vamos
a hablar de eso en los proximos capitulos).

Podriamos hacer el mismo algoritmo /.U con un cambio de variable y resolviendo dos
sistemas simples o cosas asi, pero mira, hay una forma mas sencilla ain.

Como sabemos que () es ortogonal entonces su inversa es su transpuesta, entonces se

puede solucionar el sistema tan sencillo como:

Rz =0"b

Y con esto tenemos un sistema donde R es una matriz triangular superior, por lo que
podemos resolver ahora un sistema mucho mas sencillo.
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.1. DEFINICION

23.1. Definicion

Vamos a definir a la Matriz HouseHolder como:

2(vot v
H=1Id— (UUQ) = Jd —2uu! donde u = —1:
o] Il

Ahora también tenemos que definir a ¥ = ¥ — ae; donde:

= 7 es un vector columna que representa una columna de la matriz

Q_?wn i [7) < 0

-z sifEhi =0

Ok, me explico, una transformacion de Householder de un vector ¥ es su reflexion
con respecto a un plano (o hiperplano) a través del origen representado por su vector
normal 7.

Es decir H es tal que: HZ = [+ |Z]| 0 ... O}t =+ ||Z|| ex

23.1.1. Objetivo

Estamos haciendo esto porque pasa algo

muy interesante, mira:
y ’ Entonces podemos crear a H; tal que:

11 Q12 ... QA1n
A— Q21 G2 ... Q2p a1 Aai2 ... Qinp
H. A= 0 Q292 ... Q2n
1A=
Am,1 Am2 --- Qmn 0
0 Qm2 -+ Qmn
Entonces cuando tomamos como I como:
11
- | Q21
Tr =
am,l

Asi que magia, magia, estamos creando poco a poco R, tal que:
H,H, ,...HiA=R
A= (Hy...H,1H,)R
A=0R

Donde = H1 . Hn—lHn
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.2. ACLARACION

23.2. Aclaracion

Nota que buscamos que buscamos una H tal que HZ = [£||Z]| 0 ... O]t =+ ||Z|| ex

Ahora hacemos esto para poco a poco ir transformando una matrix A en una matriz
triangular superior 17, entonces en nuestro primer paso nuestro vector ¥ es de m filas
y 1 columna.

Pero en cada paso nos vamos a quedar con una dimensiéon menos, es decir Hy seria una
matriz de m — 1 x m — 1, asi que nuestra H, la definiremos como aquella matriz que
es la identidad de m x m que tiene a H; incrustada en la parte inferior derecha.

Es decir:

Es decir, en general:

C[Idiy 0
Hi‘{ 0 H;]
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.3. PROPIEDADES

23.3. Propiedades

s La matriz Householder es simétrica

Demostracion:
Decia que una wea es simétrica es lo mismo que decir que wea = weaT
Veamos:
t
H! = (Id — M)
[[v]]
— Idt _ Z(th)T
[[v]]
Id— 2uvt
o]l
=H

= La matriz Householder es ortogonal
Demostracion:

Bueno pues, recuerda que una matriz es ortogonal si y solo si wea wea! = Id

HH' = <Id— W) (Id_ 2(|1:|’|t>>
A(ve’) | A(vo!)(wv)

=1 o) ot
o Awet) | A(eh)
=1 ot
=Id
Magia :3
23.3.1. QR

Para poder hacer la factorizacion QR tenemos que hacer:

H;...H,HiA=R
A= (H;...HH,) 'R
A= (H) Y Hy)™ ... (H)!
A=HH,.. HR
A=QR
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.4. EJEMPLO

23.4. Ejemplo

Sea A7 = b dado por:

1 0 1
0 —1| - |=1
A=1y =10
0 1 2

Vamos a obtener la primera matriz de Householder:

Primero tenemos que encontrar « esto se hace asi:

o]} = —VI2+ 0+ 12+ 02=V2

O = O =

Ahora como a;; =1 > 0, entonces o = —/2

Ahora tenemos encontar v;:

1 1 1 1T [1+2

L 0 0 0 0

B=di—ae= || —a gl = || +V2]|= (1)
0 0 0 0 0

Ahora podemos sacar otros valores que necesitamos:

s La matriz:

3422 0 14+v2 0

. 0 0 0 0
P71 140v2 0 1 0
0 0 0 0

s El escalar:
Ol = (1+V2)? 4+ 02 + 12 + 07
—1+2V2+2+1
=4+2V2
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES

23.4. EJEMPLO

Ahora si podemos hacer la primera matriz de Householder:

T
U U
H1:I—2%

(1 0 00 3422 0 1+v2 0
10100 _ 2 0 0 0 0
10001 0] 442/2]14+V2 0 1 0

_() 0 0 1 0 0 0 0

1 1 7
—— 0 —= 0
V2 V2
- 0 1 0 0
- 1 1
— 0 — 0
ViR
| 0 0 0 1]
Entonces tenemos que:
HlAzHlA
— 1 0 1 0_
V2 V2 1 0 —Vv2 0
0 1 0 0 (0 =1| _ 0 —1
1 L T
V2 V2 0 1 0 1
| 0 0 0 1
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.4. EJEMPLO

Vamos a obtener la segunda matriz de Householder:

Primero tenemos que encontrar « esto se hace asi:

1
|a" 0 :\/(—1)2+02+12:\/§
1

Ahora como a;; = —1 < 0, entonces o = V2

Ahora tenemos encontar ¥s:
1 1

Upg=d9s—aer= | 0| —a|0] =10 —V2 (0| = 0
0 0

Ahora podemos sacar otros valores que necesitamos:

s La matriz:

3+2v2 0 —1—+/2

oot 0 0 0
2271 120 1
0 0 0

n Kl escalar:
T vy = (=1 —V2)2 402 + 12
=1-2vV2+2+1
=4 —2V2

Ahora si podemos hacer la segunda matriz de Householder:

Ty T
Hy=1-2
2 175?72
0 0 342V2 0 —1—+/2
o1 0 2 0 0 0
00 1] 4-2v2|-l-v20 1
L 0 0 0
F_ L 1
NG V2
=10 1 0
1 0 L
L V2 V2
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.4. EJEMPLO

Pero recuerda que antes tenemos que hacer que tenga el tamano correcto, esto lo
hacemos metiendola dentro de la identidad al fondo y la derecha.

Hy =

|
o~ oo

OO O =
S oyl e
S-ogl-o

Entonces tenemos que:

OO O =

|
&FOEPO
O = O O
S-ogl-o

(@)

|

—_

|
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES 23.4. EJEMPLO

Finalmente podemos llamar a R como R = HyH; A entonces decimos:

R - HQHlA
- 1 O 1 O_
1 0 0 01| A G 1 _\/9
0 -+ o0 L g§1 gio 0 % Y
- vzl —1_] 0 2
0 0 1 o||_L o L 41 o0 0 0
o L o L V2 V2 0 1 0 0
iRl g 0 0 1]
Ahora si:
HQHlA - R

A= HlTHQTR Por ser ortogonal
A= H1 H2 R Por ser Householder
A=QR

Entonces podemos hacer lo que siempre hacemos:

N
I
>

T

I O
81 oy
Il 8l

A I
S

O
<y
I
Sl

Ahora, la primera que podemos hacer es resolver Qy = b porque sabemos que () sigue
siendo ortogonal por lo que podemos sacar su inversa simplemente transponiendo, pero
como esta hecha por matrices de Householder entonces también es una matriz simetrica,
por lo que resolver el sistema es tan sencillo como:

y=Qb
B 1 1
- et
- 0 L 0 0
0 L 0o -1 2
L V2 V2
B 1
v
_3_
_ |2
e
L V2
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CAPITULO 23. HOUSEHOLDER: REFLEXIONES

23.4. EJEMPLO

Ahora podemos escribir nuestra tan ansiada soluciéon como:

1

_\/§ O —375

ri—g| 0 V2| |m|o |
0 0 T2 ~7

0 0 \/Li

Esta la podemos hacer por backward substitution porque despues de todo R es trian-
gular superior, es mas podemos hacer a mano porque no estan tan dificiles:

De la primera ecuaciéon tenemos que: —v/2z; = Wok podemos multiplicar todo por

1
menos la raiz de dos y tenemos que 2y =1 = x; = R por otro lado v2z, =

To = =

3
— =
2v/2 2

Por lo tanto nuestra soluciéon es = = [(1)2] y por lo tanto AT =

Es decir ||z — (Az)|| =1
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CAPITULO 24. GRAM-SCHIMIDT: ORTOGONALIZAR 24.1. DEFINICION

24.1. Definicion

Sea { d1,ds,ds, ... } tal que forman una base para nuestro espacio vectorial, ahora lo
que queremos hacer es transformar este conjunto de tal manera que sea ortogonal:

Para hacerlo hay que recordar algo:

24.1.1. Descomposicion

Si tenemos una base que es ortogonal y queremos descomponer un vector cualquiera v
en sus componentes (como combinacién lineal de la base) entonces tenemos que para
encontrar la i-esima componente solo tenemos que hacer que:

24.1.2. Hacer un vector ortogonal a otro

Si tienes un vector @ y otro vector b tal que no son ortogonales entre ellos, entonces lo
que podemos hacer es tomar la proyeccion de b sobre @ y eliminarla del vector b de
esta manera lo que estamos haciendo es descomponer a nuestro vector en la parte que
es paralela a @ y la que es ortogonal, y eliminamos la parte que es paralela.

Recuerda que:

Q“l

o d-e
Frovet) =

a

Con esta idea tenemos la siguiente féormula:
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CAPITULO 24. GRAM-SCHIMIDT: ORTOGONALIZAR 24.1. DEFINICION

24.1.3. Algoritmo en General

Sea { dy, d, ds, ... } entonces lo que queremos hacer es un conjunto de vectores { W, Wy, Ws, . . .

que sean ortogonales.

El algoritmo ahora debe de parecer muy sencillo:

] wlzal
. Gy - 2P
2 2 (1171-161) 1
i—1 = N
L] U_ji:_’i_ (aZ wj)?f)’

24.1.4. Ortonormales

Si lo que queremos el un conjunto de vectores ortonormales basta con seguir nuestro
algoritmo, después basta con tomas cada vector y hacerlo unitario.

Esto es todo.
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CAPITULO 24. GRAM-SCHIMIDT: ORTOGONALIZAR 24.1. DEFINICION

24.1.5. Versiones Alternas

Definimos a @Q;—1 = [ql, 42, - )Qi—l]

Entonces podemos definir nuestro procesto de hace rato como el producto de matrices,
esto se escribe como:

Demostracion:

Ve que:

w; = (Id — Qi—1Q;_1)a;

q1,1
2,1
= Id*[qm 42,1 431 --- qiﬂ,ﬂ 43,1 a;
qi—1,1
q1
q2
=|Ild=[0n @ a gi-1] | a3 a;
qi—1
i—1
=d;— ) (g5a:)
j=1
i—1
=d;— ) (@) g
j=1
L (@)
= U — = - Wy
o= (@ - 7j)
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CAPITULO 24. GRAM-SCHIMIDT: ORTOGONALIZAR 24.1. DEFINICION

24.1.6. Como se forma la solucién QR

[ T
. = (a; - U)j) . .
Sea w; = a; — g ———=~w; el paso general del algoritmo, recuerda que podemos
= (@ ;)

escribirlo usando que ¢; = ﬂ y decir que el paso general del algoritmo es:
w;

(qfai) G

&
I

£
|

Es decir, podemos despejar y decir que:

~
|
—

— —

a; = W; + (ijtai) q_;
1

<.
Il

Vamos a hacer un cambio de variable de 7 a j, solo para que las coordenadas de la
matriz tengan sentido:

Ahora nuestro truco principal sera tomar un cambio de variable y decir que r; ; = (¢}'a;)
y ar;; = ||w;] y recordando que ¢; = re entonces tenemos que:
1

7j—1
CL]' = U)j -+ E 7’7;7]' q;
=1

j—1
= |l q; + > rig @
i=1
j—1
=g+ Y rig @
=1
j
=2 i

=1

Nota que con este ultimo paso hemos descrito una columna de una matriz A como el
producto de de dos matrices R y
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CAPITULO 24. GRAM-SCHIMIDT: ORTOGONALIZAR 24.1. DEFINICION

24.1.7. Implementaciéon de Algoritmos

La implementacion es casi casi como la describimos en las paginas pasadas:

i — g
_i = (a_i"t a_j) q_i

i =a_i/ Ila_ill

Existe una version modificada del algoritmo que solo cambia una linea:

(q_ it q_j) q_ i

[Ta_jll
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CAPITULO 25. GIVENS: ROTACIONES

25.1.

DEFINICION EN 2D

25.1. Definicién en 2D

Sea la matriz de rotaciéon dada por:

c S
-5 8
Dado por:
» C' =cos(0)
= S =sin(0)

Esta esta creada basada en la idea de una transformacion lineal que rota nuestro sistema

0 angulos.

Es decir, lo que buscamos es una G tal que: G¥ = [

Podemos tener otra definiciéon alterna usando esta idea y decir que:

a
[ ] C:—l
Vai+a3

a

IS: 2

2 2
vai+as
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CAPITULO 25. GIVENS: ROTACIONES 25.1. DEFINICION EN 2D

25.1.1. Definicién en n-D

a1

- as
Sea d =

Qn

Usando esta idea podemos extender la idea de una matriz de rotacion para usando a;
eliminar a; y ¢ < j definida a la matriz G' como la identidad donde:

» G, =C
« G, =5
. =S
= G =C

Entonces tenemos que Ga sera un vector columna casi igual que @, la tnica diferencia
i

es que en [Gal; = |d| y [Gal; =0

25.1.2. QR

Para poder hacer la factorizacion QR tenemos que hacer:

Gi...GoGiA=R
A= (G;...GoG1) 'R
A= (G) HG)™ .. (G)'R
A= (G1)(G9)(Gi)'R
A=0OR

OSCAR ANDRES ROSAS 201 VE AL INDICE


https://SoyOscarRH.github.io/

Bibliografia

[1] Friedberg, LinealAlgebra.

202



	¿Qué es lo que estoy leyendo?
	I Introducción A Matrices
	Conozcamos las Matrices
	Definición
	Notación de Matrices mediante Función

	Simbología y Notación
	Delta de Kronecker
	Clasificación y Matrices Famosas
	Matrices Cuadradas
	Matriz Identidad: In
	Matriz Cero: 0m n

	Matrices Diagonales
	Definición
	Propiedades

	Matrices Triangulares Superiores

	Álgebra Matricial
	Suma de Matrices
	Propiedades de Suma

	Producto de Escalar por Matriz
	Propiedades del Producto Escalar

	Producto de Matrices
	Exponente de Matrices
	Propiedades
	Matriz  Vector: A

	Traza de una Matriz
	Propiedades

	Transpuesta de una Matriz
	Definición
	Propiedades
	Matrices Simétricas
	Matrices Antisimétricas
	Propiedades de Simetría y AntiSimetría



	II Espacios Vectoriales
	Definición y Características
	Definición
	Condiciones de Espacio Vectorial

	Consecuencias y Propiedades
	Ejemplos

	Subespacios Vectoriales
	Definición
	Demostrar que `39`42`"613A``45`47`"603AW es un Subespacio de `39`42`"613A``45`47`"603AV
	Propiedades de los Subespacios
	Suma de Subespacios Vectoriales
	Propiedades
	Suma Directa de Subespacios Vectoriales

	Ejemplos

	Combinaciones Lineales
	Definición
	Definición
	Vectores Linealmente Dependiente
	Vectores Linealmente Independiente

	Generadores
	Definición
	Propiedades

	Propiedades de Dependencia Lineal
	Bases
	Definición
	Base Canónica
	Propiedades
	Ejemplos



	III Productos Internos y weas
	Producto Interno
	Definición
	Algunas definiciones

	Cosas que podemos definir con esto
	Longitud
	Ortogonalidad
	Proyección y Ortogonales
	Descomposición en Combinación Lineal de la Base


	Cosas Ortogonales-normales
	Definición
	Matrices Ortogonales
	Propiedades



	IV Transformaciones Lineales
	Características de las Lineales
	Definición
	Espacio de las Transformaciones Lineales
	Ejemplos
	Propiedades

	Kernel y Rango
	Definición del Kernel
	Definición del Rango
	Propiedades
	Ejemplos

	Proyecciones
	Invariantes
	Propiedades


	Transformaciones y las Matrices
	Cosas que debes Saber
	Base Ordenada
	Vector Coordenada

	Representación Matricial
	Definición
	Propiedades
	Ejemplos

	Composición de Transformaciones
	Definición
	Propiedades

	Encaje
	Definición
	Propiedades

	Inversa de una Transformación Lineal
	Definición
	Propiedades

	Isomorfismos
	Definición
	Propiedades

	Cambio de Coordenadas
	Definición
	Propiedades
	Ejemplos



	V Ecuaciones Lineales, Gauss-Jordan y sus Amigos
	Operaciones Elementales
	Definición
	Swap: Intercambiar Filas ó Columnas
	Pivot: Filas ó Columnas más múltiplo de otras
	Scale: Escalar Filas ó Columnas
	Propiedades

	Rango de Matrices
	Propiedades

	Matriz Aumentada

	Sistemas de Ecuaciones Lineales
	Generalidades
	Definición: Ecuaciones Lineales
	Matriz Ampliada
	Sistema Ecuaciones como Multiplicación de Matrices

	Sistemas Inconsistentes
	Sistemas Consistentes
	Propiedades
	Variables Principales y Libres
	Sistemas Homogeneos
	Sistemas Consistentes Independientes
	Sistemas Consistentes Dependientes


	Gauss-Jordan y sus Amigos
	Eliminación Gaussiana
	Matriz Escalonada por Filas
	Algoritmo

	Gauss-Jordan
	Matriz Escalonada Reducida por Filas
	Ejemplos

	Inversa de una Matriz
	Propiedades



	VI Determinantes y Normas
	Determinantes de 2 2
	Definición
	Propiedades

	Determinantes en General
	Notación
	Definición Recursiva
	Características Importantes
	N-Lineal
	Alternante

	Definición por Propiedades
	Propiedades

	Determinantes y Elementales
	Propiedades

	Cofactor
	Adjunta
	Propiedades


	Normas Vectoriales
	Definición

	Normas Matriciales
	Definición
	Norma Consistente
	Norma Subordinada

	Propiedades


	VII Análisis Númerico: Solucionar A  = 
	Factorización LU
	Recordemos
	Definición del Algoritmo
	Definición Matemática

	Forma de Obtener a LU
	Ejemplo

	Resolver AT  = 
	LU con pivoteo parcial

	Factorización de Cholesky
	Matrices definidas positivas
	Propiedades
	Complemento de Schur

	Definición General
	Definición Matemática
	Ejemplo

	Definición Matemática (L  D  LT)
	Ejemplo


	Análisis del Error
	Definición del Error Absoluto
	Cotas del Error Absoluto
	Condición de una Matriz
	Propiedades



	VIII Análisis Númerico: Aproximar A  = 
	Introducción
	Introducción

	Mínimos Cuadrados
	Ecuaciones Normales
	Desarrollo

	PseudoInversa
	Análisis del Error

	Factorización QR
	Ideas

	HouseHolder: Reflexiones
	Definición
	Objetivo

	Aclaración
	Propiedades
	QR

	Ejemplo

	Gram-Schimidt: Ortogonalizar
	Definición
	Descomposición
	Hacer un vector ortogonal a otro
	Algoritmo en General
	Ortonormales
	Versiones Alternas
	Como se forma la solución QR
	Implementación de Algoritmos


	Givens: Rotaciones
	Definición en 2D
	Definición en n-D
	QR




